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وओودشان سایه از و ඵවرم برگ و شاخ آ৩ھا ر૙ীه از و ঻یاسا৤م وओودشان پربار درࣾت سایه در تا سا૛঩ه ඇ൚ো࣍م کار तدا مادری و ৮در ඟ໊م، روی از که شاඟ໊م ਈযی را ی ೯دا
ਠീ঒ی مایه پروردگار، از াس وओود، دو اଌن که ඟ໖ا রودৣم، بر ا॥ت دॻیਚی ناज़شان و ໆرم بر ا॥ت اभࣇخاری تاج রودিشان که واঁدਣশی ৶ما৤م. تلاش داিش و ع࢙م ইࡣب راه در

৶ࢤود৯د. ൌग़نا را রودن اিسان و রودن ز৯دਛی، برا৤م که آड़وزگارا਩ی آड़و౻ංند. ඇඎিࢋ و ඼່از از پر ز৯دਛی وادی اଌن در را رಶ౮ن راه و ඟ໋فتند را دণ࣎م ا৯د، রوده ام
عزيزشان. وओود به ৎقد৤م ناඵ෇ز ૑࡛ূه اଌن

الف



دادی. آड़و౻ಶن ત඼່ت ૼن به ඟدیࢂ بار که ਗی দو৤م ণپاس را ৔و پروردگارا
یاری ජ໑ا ॠدت اଌن ઄ی که ঍࣒م ইسا਩ی ૡঙه به ৎقد৤م را ऒوীش േ઼࣓مانه दدردا਩ی و ণپاس ජ໑ا঺ࢋ ਗی داৣم لازم ऒود بر ৩ھادم ໆر াࡤت را ز৯دজ࣓م از ඟدیࢂ گاਗی ঃنان پروردگار درگاه از اਬࣞعاষࢌ با که اਯࣨون

داده ا৯د.
ਗی ৶ما৤م. ඟ়شࢁ ඟ໕ید৯د، جان به ૼن شادکاਗی و ඵීروزی برای ঙࢤواره ز৯دਛی ੌول در که زॐماਦی ජໍخا به ඼ෙय़باৣم و عزيز مادر و ৮در از

ূࡗજࣱل ॠدت ੌول در و রود৯د ঍نارم در روਪی ঝشاده و صدر ૐॣه با ঙࢤواره پایانامه اଌن ൏ख़ت࢕ف ජ໑اउل در راঘ࣒ما اণتاد ࣔࣨوان به که سالࢆویه ࣶࡐ૛ീه داود دන඿ر آقای পناب عزيز ඼່زانه اণتاد از ਗی داৣم واࣿب ऒود بر
রود. ऒواগد و রوده ز৯دজ࣓م راھࢂشای ارز৯ده شان ৔و૟઺ه ھای آرزوঃندم. را ໆربൎندی و عزت با ৔وام ඼෻ࠫ ੌول اীشان برای و ৶ما৤م दدردا਩ی و ඟ়شࢁ کمال ૛ീࣻه ام ඼ෙ঳ه ঙࢤواره اীشان عਖ࢙ی و اخلا਎ی راঘ࣒ماਪی ھای از

اਣඇඖی ऒواه ಻ඌࣹن دන඿ر و ঍تاমਁی ൌॣید دන඿ر آقایان عزيز اسا঺ید از ঙࢠ಻ൾ൒ن دارم. را اංඖنان و ඟ়شࢁ کمال ड़඼່ود৯د ਲ਼ࣤول را اশ࣊جاষࢋ رساله داوری زॐ࢟ت که ৔و৔وষیان فائزه دන඿ر خاৣم ໆرکار ඟ໋ا৑قدر اণتاد از
دارم. را ণپاس و ඟ়شࢁ کمال ड़඼່ود৯د، را رساله اଌن داوری زॐ࢟ت ਲ਼ࣤول که ඵ෕ز

ਗی ৶ما৤م. दدردا਩ی ৶ࢤود৯د، یاری ජ໑ا و রود৯د ঍نارم ॠدت اଌن در که دوণتا਩ی ૡঙه از ৩ھاশࢌ در

ب



مطالب فهرست

پ مطالب فهرست

ج جداول فهرست

چ تصاویر فهرست

ح الͽوریتم ها فهرست

خ چͺیده

۱ گیلان دانشͽاه قالب
۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دستورات با آشنایی و مشخصات کردن وارد ۱ .۰
۶ . . . . . . . . . . . . . . . گیلان دانشͽاه قالب در مختلف نمایەهای تولید نحوه ۲ .۰
۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͷاتوماتی نمایه تولید ۱ .۲ .۰
۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کلمات کردن وارد ۱ .۱ .۲ .۰
۱۱ . . . . . . . . . . . . نمایه در کلمه نمایش و xinⅾy اجرای ۲ .۱ .۲ .۰
۱۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متفاوت ͬ های فراخوان ۳ .۱ .۲ .۰
۱۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مثال ۴ .۱ .۲ .۰
۱۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دستͬ نمایەهای ۲ .۲ .۰
۱۸ . . . . . . . . . . . . . واژەها خروجͬ و ورودی نمونەهای ۱ .۲ .۲ .۰
۱۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (ⅿfiⅼe) متلب کد ͷی فراخوانͬ ۳ .۰
۲۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ریاضͬ محیط های نمونه ۴ .۰
۲۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آنها به ارجاع و منابع فهرست ۵ .۰
۲۱ . . . . . . . . . . . . . . Bibtex از بااسنفاده منابع فهرست تولید نحوه ۱ .۵ .۰
۲۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . روش این مزیت های ۱ .۱ .۵ .۰
۲۲ . . . . . . . . . انگلیسͬ مراجع از قبل فارسͬ مراجع دادن قرار ۲ .۱ .۵ .۰
۲۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مراجع از نمونەهایی ۳ .۱ .۵ .۰
۲۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مهم نکته ۴ .۱ .۵ .۰
۲۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . Bibtex بدون منابع فهرست تولید نحوه ۲ .۵ .۰

۲۶ پیش گفتار

۳۱ پیش نیازها .۱ فصل
۳۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . قضایا و تعاریف ۱ .۱

پ



۳۷ . . . . . . . . . . . . . . . . خطͬ معادلات دستگاه پیش شرط سازی و شرطͬ عدد ۲ .۱
۴۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ایستا تکراری روش های ۳ .۱
۴۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کرایلف زیرفضای بر مبتنͬ روش های معرفͬ ۴ .۱
۴۱ . . . . . . . . . . . . . (GMRES) تعمیم یافته مینیمال ماندەی الͽوریتم ۱ .۴ .۱
۴۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (CG) مزدوج گرادیان الͽوریتم ۲ .۴ .۱
۴۸ . . . . . . . . . . . . . . (PⅭG) شده پیش شرط سازی مزدوج گرادیان الͽوریتم ۵ .۱
۴۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (MD) درجه مینیمم الͽوریتم ۶ .۱

۵۱ خطͬ معادلات دستگاه حل برای تکراری روش های در نتایجͬ .۲ فصل
۵۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . (PSS) پادهرمیتͬ و مثبت معین شͺافت روش ۱ .۲
۵۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (IPSS) ناقص PSS روش ۲ .۲
۵۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (SS) انتقال شͺافت روش ۳ .۲
۵۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (HSS) پادهرمیتͬ و هرمیتͬ شͺافت روش ۴ .۲
۵۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (NSS) پادهرمیتͬ و نرمال شͺافت روش ۵ .۲
۵۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (EPSS) یافته توسعه PSS روش ۶ .۲

۵۸ زینͬ نقطه مسائل در نتایجͬ .۳ فصل
۵۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ۱ .۳
۵۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کاربرد ها از برخͬ ۲ .۳
۵۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . زینͬ نقطه بهینەسازی مسائل ۱ .۲ .۳
۶۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مربعات کم ترین مسائل ۲ .۲ .۳

۶۳ نتیجەگیری

۶۵ کتاب نامه

۷۳ مختلف جداول و الͽوریتم ها نمونە . الف پیوست
۷۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جدول  . ۱نمونە الف
۸۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⅬATEX دستورات عنوان به متلب . ۲خروجͬ الف

۸۲ اختصاری نمادهای

۸۳ انگلیسͬ به فارسͬ واژەنامه

۸۵ فارسͬ واژەیاب

۸۶ فارسͬ به انگلیسͬ واژەنامه

۸۸ اختصارات فهرست

۹۰ انگلیسͬ واژەیاب

۹۱ اختصاری نمادهای

ت



۹۲ فارسͬ به انگلیسͬ واژەنامه

۹۴ انگلیسͬ به فارسͬ واژەنامه

ث



جداول فهرست

۷۵ . . . . . . . . . . . . . مختلف. شبͺەهای ازای به B و A ماتریس های . ۱مشخصات الف
۷۵ . . . . . . . . . . . . . . آزمون ها. برای C و B ،A ماتریس های کلͬ . ۲مشخصات الف
۷۶ . . . . . . . . . . . . . . آزمون ها. برای C و B ،A ماتریس های کلͬ . ۳مشخصات الف
۷۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیشنهادی پارامتر مقدار و طیفͬ . ۴شعاع الف
۷۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .IEPSS روش برای محاسبه زمان و . ۵تکرار الف
۷۸ . . . . . . . . . . . . . مختلف. شبͺەهای ازای به B و A ماتریس های . ۶مشخصات الف
۷۸ . . . . . . . . . . . . .۲r × ۲r شبͺه با کانال درون جریان مسأله برای عددی . ۷نتایج الف
۷۸ . . . . . . . . . . . . . . آزمون ها. برای C و B ،A ماتریس های کلͬ . ۸مشخصات الف
۷۹ . . . . . . . . . . ۲r × ۲r شبͺه با متحرک درپوش با حفره مسأله برای عددی . ۹نتایج الف
۷۹ . . . . . . . . . . . . . . . . PEPSS پیش  شرط ساز از خاصͬ . ۱۰پیش  شرط سازهای الف
۸۰ . . . . . . . . . . ؟؟. مثال برای FGⅯRES و GⅯRES روش های عددی . ۱۱نتایج الف
۸۱ . . . . . . . . . . ؟؟. مثال برای FGⅯRES و GⅯRES روش های عددی . ۱۲نتایج الف

ج



تصاویر فهرست

۷ . . . . . . . . . . . . . دیͺشنری ها ⅯyWorⅾs فایل در کلمات دادن قرار نحوه ۱
۸ . . . . . . . . . . . . . . اختصارات ⅯyWorⅾs فایل در کلمات دادن قرار نحوه ۲
۱۰ . . . . . . . . . . . . . . . . نمادها ⅯyWorⅾs فایل در کلمات دادن قرار نحوه ۳
۱۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دستورات کردن کپی ۴
۱۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دستورات دادن قرار ۵
۱۲ . . . . . . . . . . . . . . . . نمایەها در کلمات گرفتن قرار و gⅼoss دستور اجرای ۶
۱۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͷاتوماتی نمایەهای ۷
۱۵ . . . . . . . . . . . . .P−۱

SEPSSA پیش شرط سازی شده ماتریس ویژه مقادیر توزیع ۸
۱۶ . . . . . . . . . . . . .P−۱

SEPSSA پیش شرط سازی شده۱ ماتریس ویژه مقادیر توزیع ۹
۱۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دستͬ نمایەهای ۱۰
۲۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . منابع ابتدای در فارسͬ مراجع و منابع دادن قرار ۱۱

۵۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درجه مینیمم الͽوریتم تاثیر ۱ .۱

1Preconditioned

چ



الͽوریتم ها فهرست

۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آرنولدی گرام⁃اشمیت روش الͽوریتم ۱ .۱
۴۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . شده اصلاح آرنولدی گرام⁃اشمیت روش الͽوریتم ۲ .۱
۴۶ . . . . . . . . . . . . . . . (GⅯRES) تعمیم یافته مینیمال مانده روش الͽوریتم ۳ .۱
۴۶ . . . . . . . . . . . . . GⅯRES(m) مجدد شروع با GⅯRES روش الͽوریتم ۴ .۱
۴۷ . . . . . . . . . . . . . . . راست پیش شرط ساز با GⅯRES(m) روش الͽوریتم ۵ .۱
۴۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ax = b دستگاه حل برای CG الͽوریتم ۶ .۱
۴۹ . . . . . . . . . . . . . . . . چپ پیش شرط ساز با مزدوج گرادیان روش الͽوریتم ۷ .۱
۵۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (IPSS) ناقص PSS تکراری روش ۱ .۲
۷۳ . . . . . . . . . . . . . . راست پیش شرط ساز با GⅯRES(ⅿ) روش . ۱الͽوریتم الف
۷۴ . . . . . . . . . . . . . . راست پیش شرط ساز با GⅯRES(ⅿ) روش . ۲الͽوریتم الف
۷۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⅿethoⅾ IEPSS۳ . الف
۷۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .y = xn Ⅽoⅿputation۴ . الف
۷۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چندبانده. هم رنگ سازی . ۵الͽوریتم الف

ح



چͺیده

زینͬ نقطه مسائل پیش شرط  سازی در نتایجͬ

مسعودی محسن

که را تکراری روش ͷی و ͬ پردازیم م خطͬ معادلات دستگاه ͷی عددی حل بررسͬ به ابتدا رساله، این در
روش، این از خاصͬ حالت های برای ͬ کنیم. م ارائه است، پادهرمیتͬ و مثبت معین تجزیه روش از تعمیمͬ
و تکراری روش های و پرداخته زینͬ نقطه مسائل بررسͬ به سپس ͬ دهیم. م پیشنهاد آن پارامتر برای را مقادیری
پادهرمیتͬ و مثبت معین روش تعمیم ادامه، در ͬ آوریم. م دست به مسائل این حل برای را پیش شرط سازهایی
خواهیم ͬ دهیم. م قرار مطالعه مورد را آن همͽرایی نیمه و همͽرایی شرایط و گرفته بͺار مسائل این برای را
ͷی نهایت، در شدەاند. پیشنهاد مسأله این حل برای که است روش هایی از بسیاری تعمیم روش این که دید
به نتایج ͬ آوریم. م دست به روش این برای را بهینه پارامترهای و کرده بررسͬ را روش این از خاص حالت

ͬ دهیم. م قرار مقایسه و آزمون مورد مثال هایی با را آمده دست

همͽرایی. نیمه همͽرایی، پیش شرط سازی، زینͬ، نقطه مسائل واژه: کلید

خ



گیلان دانشͽاه قالب

قبل لذا ͬ باشد. م فایل این در پروژه یا پایان نامه یا رساله ͷی نوشتن برای کوتاه بسیار مقدمەای قسمت این
آشنا لازم دستورات از برخͬ و مطالب نوشتن نحوه با تا نمایید مطالعه را بخش این ابتدا نوشتن، به شروع از

کنید. مطالعه را آن حتما که دارد قرار دانشͺده سایت در نیز راهنما فایل ͷی شوید.
جداگانه فایل های در آن مختلف قسمت های است، طولانͬ نوشتەای رساله، یا پایان نامه ͷی که آنجا از

نشود.  ͬ سردرگم و فایل شلوغͬ باعث تا گرفتەاند قرار

دستورات با آشنایی و مشخصات کردن وارد ۱ .۰

مجموعه: این اصلͬ فایل

Thesis.tex

دستورهایی توسط آن، مختلف قسمت های که ͬ شوید م متوجه کنید، دقت Thesis.tex فایل به اگر ͬ باشد. م
در نیاز مورد تغییرات شدەاند. فراخوانͬ Thesis.tex یعنͬ اصلͬ، فایل در \include و \input مانند
که است شده فرض فایل، این در ͬ پذیرد. م انجام شدەاند، فراخوانͬ \include دستور با که فایل هایی
پیوست ͷی و نتیجەگیری فصل ͷی پیش گفتار، ͷی اصلͬ، فصل سه از شما، پروژه یا رساله یا پایان نامه
Thesis- فایل ⅬATEXدر در نمودارها و اشͺال برخͬ ترسیم برای نیز اضافه پیوست سه البته است. شده تشͺیل
علامت آنها کنار در پیش فرض حالت در برنامه، اجرای سرعت افزایش منظور به دارند. وجود Example.tex
برای بردارید. را علامات این ͬ توانید م آنها، مشاهده برای که (۴،۳،۲(Appenⅾix است شده داده قرار درصد
توسط تا دهید قرار % علامت آن کنار در باید عبارتͬ، یا دستور یا فایل هر نشدن فراخوانͬ و نشدن اجرا
قرار درصد علامت فصل، آن فراخوانͬ دستور کنار ͬ توانید  در م فصل، هر اتمام از پس نشوند. ⅬATEXخوانده
Fonts پوشه درون فونت های از قالب این در یابد. کاهش برنامه اجرای زمان و نشود فراخوانͬ فصل آن تا دهید
XB Niloofar قالب این اصلͬ فونت کنید. نصب را آنها حتما باید و شده استفاده دانشͺده سایت روی
این در فونت این پس است. شده توخالͬ آن صفر و است کرده تغییر آن انگلیسͬ حروف و اعداد که است

شود. نصب حتما پوشه

رساله یا پایان نامه این اصلͬ تنظیمات که دارد قرار GUI−Thesis.ⅽⅼs فایل در کلاس پایەای تنظیمات (۱

ندارد. تغییر به نیاز و شده تعریف اینجا در

لایو تکس در که ͬ باشد م tkz-graph بسته به نیاز است، Appendix4 در که گراف هایی رسم برای (۲

در Appendix4 بنابراین و شده حذف بسته این TexLive 2020 در اما داشت. وجود 2019 تا 2015

۱
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گیلان دانشͽاه استایل فراخوانͬ از بعد tkz-graph بسته فراخوانͬ لذا ͬ شود. نم اجرا TexLive 2020
Appendix4گراف های نمونه رسم به و ͬ کنید نم استفاده TeXLive 2020 از اگر تا است شده داده قرار

بردارید. را قسمت این درصد دارید، نیاز

بخش های همچنین جلد، روی و پشت مشخصات کنید. وارد jeld.tex فایل در را خود مشخصات (۳

در ͬͽهم انگلیسͬ و فارسͬ دفاع صورتجلسه دفاع، روز جلسه اطلاعیه انگلیسͬ، و فارسͬ اصالت نامه
و فارسͬ دفاع صورتجلسه (همچنین انگلیسͬ و فارسͬ اصالت نامه مورد در ͬ شوند. م وارد قسمت این
قرار رساله فایل در نوشتاری بصورت موارد این همه دفاع، از قبل تا که است ذکر قابل نکته این انگلیسͬ)
منظور این برای گیرد. قرار نامه پایان در موارد این شده امضا اسͺن فایل باید دفاع، از پس اما ͬ گیرند. م
سپس و گیرند قرار resourⅽes پوشه در شده امضا صفحات اسͺن های صفحات،  این امضا از پس باید
فایل های نام های و برداشته را شدەاند مشخص Thesis.tex فایل در که مͺان هایی از درصد علامات

گیرند. قرار رساله فایل در شده امضا صفحات تا کنید وارد را شده اسͺن

ͬ شوند. م داده قرار MyCommands.tex فایل در کاربر توسط تعریف قابل دستورات وجود، درصورت (۴

به کنید. استفاده آنها از رساله نوشتن هنگام در و کنید تعریف جدید دستورات ͬ توانید م قسمت این در
معرفͬ \def یا \newcommand با آرگومان چندین با همراه دستورهای نمونه فایل در مثال، طور
اجرا قابل دیͽر، فایلͬ در که ببینید دستوراتͬ نمونه، فایل این فصل های در است ممͺن رو این از شدەاند.
روی اگر ͬ باشد. م مشخص غالبا کاربر توسط شده معرفͬ دستورات تمایز Texstuⅾio برنامه در نباشند.
در شدەاند. معرفͬ بسته آن در دستورات این شوید، آنها به مربوط بسته وارد توانستید و کردید ͷکلی آنها

است. شده تعریف متن این در فقط دستور این اینصورت غیر

ͬ شوند. م وارد MyWords.tex فایل در ͬ شوند م استفاده نمایەها تهیه برای که کلماتͬ (۵

کنید. وارد Abstract.tex فایل در را کلیدواژەها و انگلیسͬ و فارسͬ چͺیدەهای (۶

دستورات بین نامه پایان خروجͬ �قسمت های
\begin{document}

\end{document}
� �
است: زیر مختلف قسمت های شامل که دارند قرار

ͬ توانید م و شود تکمیل باید دفاع تاریخ شدن مشخص از پس که دفاع جلسه اطلاعیه :\Ettelaeie .۱

فایل صفحه اولین در اطلاعیه این کنید. نصب دانشͺده برد در اطلاع رسانͬ بمنظور دفاع، از قبل
این نیاز مورد موارد شود. برداشته قسمت این درصد نباید دفاع زمان تا که ͬ گیرد م قرار پی دی اف

ͬ شود. م تکمیل Jeld.tex فایل در قسمت

خانوادگͬ نام و نام شامل که ͬ شود م ظاهر خروجͬ فایل در جلد“ ”روی دستور این توسط :\JeldFarsi .۲

برداشتن به نیازی گروه به تحویل زمان تا که ͬ باشد م ... و نامه پایان عنوان و راهنما استاد و دانشجو
ͬ شوند. م تکمیل Jeld.tex فایل در نیز بخش این مختلف قسمت های نیست. قسمت این درصد
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از قبل را صفحه این ͬ گیرد. م قرار فارسͬ“ دفاع ”صورتجلسه دستور این توسط :\DefenceFarsi .۳

شود. انجام صفحه این در دفاع جلسه امضاهای تا دهید تحویل تکمیلͬ تحصیلات نماینده به دفاع
ͬ شوند. م تکمیل Jeld.tex فایل در نیز بخش این مختلف قسمت های

پایان به تحویل از قبل ͬ گیرد. م قرار خروجͬ در فارسͬ“ ”تعهدنامه دستور این توسط :\EsalatFarsi .۴

مختلف قسمت های گیرد. قرار نامه پایان در آن اسͺن و شده امضا باید صفحه این کتابخانه به نامه
ͬ شوند. م تکمیل Jeld.tex فایل در نیز بخش این

الفباست. حروف حسب بر نویسͬ شماره برای دستور این :\pagenumbering{harfi} .۵

قرار نامه پایان در ”سپاسͽزاری“ و به“ ”تقدیم صفحات دستور این توسط :\include{Present} .۶

از پس را قسمت این درصد ͬ شوند. م نوشته Present.tex فایل در قسمت دو این که ͬ شوند م داده
بردارید. کتابخانه به تحویل از قبل و نهایی نسخه تهیه

ͬ شود. م داده قرار مطالب فهرست دستور این توسط :\tableofcontents .۷

صورت در که ͬ شود م داده قرار رساله در موجود جداول لیست دستور این توسط :\listoftables .۸

گذاشت. درصد علامت آن کنار ͬ توان م نیاز عدم

صورت در که ͬ شود م داده قرار رساله در موجود شͺل های لیست دستور این توسط :\listoffigures .۹

گذاشت. درصد علامت آن کنار ͬ توان م نیاز عدم

نیاز عدم صورت در که ͬ شود م داده قرار الͽوریتم لیست دستور این توسط :\listofalgorithms .۱۰

گذاشت. درصد علامت آن کنار ͬ توان م

بخش مختلف قسمت های ͬ شود. م داده قرار فارسͬ چͺیده دستور این توسط :\AbstractFarsi .۱۱

ͬ شود. م وارد Abstract.tex در فایل در چͺیده

در درصد علامت نباید که ͬ شود م داده قرار صفحات ͷسب تنظیمات دستور این توسط :\setpages .۱۲

شوند. مͬ عددی صفحات شماره دستور ازاین پس گیرد. قرار آن کنار

است. شده داده گیلان دانشͽاه استایل درباره مختصری توضیح Orⅾin.tex فایل در .۱۳

ͬ شود. م داده قرار Introⅾ.tex فایل در پیش گفتار .۱۴

کنید. وارد Chapter1.tex در اول فصل مطالب .۱۵

کنید. وارد Chapter2.tex در دوم فصل مطالب .۱۶

ͬ گیرد. م قرار Conclusion.tex در نتیجەگیری .۱۷

دهید. قرار Appendix1.tex فایل در را آن پیوست ، وجود درصورت .۱۸
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روش دو ͬ شود. م داده قرار رساله در References.tex فایل فراخوانͬ توسط رفرنس ها و مراجع .۱۹

bibtex از استفاده بدون روش و bibtex از استفاده شامل که دارد وجود مراجع تهیه برای مختلف
ͬ شود. م پیشنهاد bibtex از استفاده روش اکیدا که ͬ باشد م

نمایەها این نمود. تولید را آنها ͬ توان م تمایل صورت در که دارد وجود رساله این در مختلفͬ نمایەهای .۲۰

ͬ شوند. م ایجاد دستͬ بطور یا خودکار بطور یا

نمایەها این تهیه برای ͬ باشند. م زیر نمایەهای شامل ͬ آیند م بوجود خودکار بەصورت که نمایەهایی
.(۲ .۰ (ببینید دهید قرار ⅯyWorⅾ.tex فایل در را خود نظر مورد کلمات باید

متن در شده استفاده اختصاری نمادهای لیست دادن قرار دستور :\Nemadha (آ)

انگلیسͬ به فارسͬ دیͺشنری دادن قرار دستور :\NamayehFaToEn (ب)

فارسͬ به انگلیسͬ دیͺشنری دادن قرار دستور :\NamayehEnToFa (ج)

مختصر کلمات فهرست نمایه دادن قرار دستور :\abbreviation (د)

فارسͬ واژەیاب دادن قرار دستور :\FarsiWords (ه)

انگلیسͬ واژەیاب دادن قرار دستور :\EnglishWords (و)

هستند: زیر صورت به داد قرار فایل این در ͬ توان م که دستͬ نمایەهای اما

این در را آنها ͬ توانید م دستͬ صورت به نمادها کردن وارد برای : Neⅿaⅾha_hanⅾⅼe.tex (آ)
کنید. وارد فایل

این در را کلمات فارسͬ، به انگلیسͬ دیͺشنری کردن وارد برای : dic-en2fa_handle.tex (ب)
کنید. وارد فایل

این در را کلمات انگلیسͬ، به فارسͬ دیͺشنری کردن وارد برای : dic-fa2en_handle.tex (ج)
کنید. وارد فایل

باید که ͬ شود م داده قرار رساله فایل در انگلیسͬ چͺیده دستور، این توسط :\AbstractEnglish .۲۱

شود. داده قرار Abstract.tex فایل در آن متن

قسمت های ͬ شود. م داده قرار رساله فایل در انگلیسͬ تعهدنامه دستور، این با :\EsalatEnglish .۲۲

شده امضا باید دفاع، از پس نیز قسمت این ͬ گردد. م تکمیل Jeld.tex فایل در قسمت، این در لازم
شود. داده قرار فایل در آن اسͺن کتابخانه، به تحویل از قبل و

ͬ گیرد. م قرار رساله فایل در انگلیسͬ دفاع صورتجلسه دستور، این توسط :\DefenceEnglish .۲۳

صورتجلسه همراه به نیز صفحه این ͬ گردد. م تکمیل Jeld.texفایل در قسمت، این در لازم قسمت های
قبل تا ͬ تواند م نیز دستور این کنار درصد شود. داده تکمیلͬ تحصیلات نماینده به باید فارسͬ، دفاع

نشود. برداشته تکمیلͬ تحصیلات نماینده شدن مشخص از
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در لازم قسمت های ͬ شود. م داده قرار رساله فایل در جلد پشت دستور، این توسط :\JeldEnglish .۲۴

تحویل زمان تا نیز دستور این کنار درصد علامت ͬ گردد. م تکمیل Jeld.tex فایل در قسمت، این
شود. برداشته نباید گروه به رساله



گیلان دانشͽاه قالب ۶

گیلان دانشͽاه قالب در مختلف نمایەهای تولید نحوه ۲ .۰

دستͬ. و ͷاتوماتی کرد: تولید را نمایەها قالب این در توان مͬ مختلف صورت دو به

ͷاتوماتی نمایه تولید ۱ .۲ .۰

کنید. استفاده واژەنامه تهیه برای glossary بسته از ͬ توانید م باشد، ۲۰۱۵ از بیشتر شما لایو تکس ورژن اگر

کلمات کردن وارد ۱ .۱ .۲ .۰

نام با که فایلͬ در بͽیرند قرار ( ... و واژەیاب ها (دیͺشنری ها، نمایه در ͬ خواهید م که را واژەهایی ابتدا، در
ͬ شود. م استفاده واژەها ورود برای زیر دستور سه از کنید. وارد دارد، وجود MyWords.tex

\newword دستور از ͬ گیرند م قرار برعکس و انگلیسͬ به فارسͬ دیͺشنری یا واژەیاب در که کلماتͬ برای .۱

است: شده استفاده زیر صورت به ورودی آرگومان چهار �با
\newword{label}{english of word}{persian of word}{purple of

persian}
� �
\newword{spp}{Saddle point problem}{ͬزین نقطه زینͬ}{مسئله نقطه {مسائل

\newword{gr}{Group}{گروه}{گروەها}

\newword{per}{Preconditioning}{پیش شرط سازی}{}

\newword{op}{Optimization}{بهینەسازی}{}

\newword{poem}{Poem} {اشعار}{شعر}

برچسب همان اصل در که ͬ کنید م فراخوانͬ را نظر مورد کلمه آن توسط که است عبارتͬ اول، آرگومان
فارسͬ سوم عبارت ͬ گیرد. م قرار مطالب فهرست در که است آن انگلیسͬ معادل دوم عبارت است. واژه
کلمەای (اگر ͬ باشد. م آن فارسͬ جمع چهارم عبارت و ͬ گیرد م قرار فهرست در که است کلمه این
سوم کولادهای آ نویسͬ فارسͬ دلیل به که کنید دقت البته بͽذارید.) خالͬ باید را آن نبود جمع دارای
در و کلمه مفرد سوم کولاد آ در اصل در ولͬ است چنین ظاهر در که ͬ شوند م جابجا هم با چهارم و

.(۱ (شͺل است گرفته قرار آن جمع چهارم کولاد آ

بنویسید: .tex فایل در اگر مثال طور به

ͬ باشد.“ م کاربردی مسائل از ͬͺی \gⅼs{spp}”

بەصورت: پی دی اف فایل در شما خروجͬ آنگاه

ͬ باشد.“ م کاربردی مسائل از ͬͺی زین۱ͬ نقطه ”’مسئله

بنویسید: .tex فایل در اگر و بود خواهد
1Saddle Point Problem
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دیͺشنری ها ⅯyWorⅾs فایل در کلمات دادن قرار نحوه :۱ شͺل

ͬ باشند.“ م مختلف علوم در مختلفͬ کاربردهای دارای \gⅼspⅼ{spp}”

بەصورت: پی دی اف فایل در شما خروجͬ آنگاه

ͬ باشند.“ م مختلف علوم در مختلفͬ کاربردهای دارای زینͬ نقطه ”مسائل

بود. خواهد
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\newacro دستور توسط ͬ گیرند، م قرار اختصارات فهرست در که شده) اختصاری(خلاصه کلمات .۲

صورت به ورودی آرگومان چهار �با
\newaccro{label}{short acronym}{long acronym}{persian acronym}
� �

ͬ شوند. م ذخیره

\ newacro{psd}{PSD}{Positive semi-definite}{مثبت {معین

\newacro{hpd}{HSD}{Hermitian Positive definite}{ͬهرمیت مثبت معین {نیمه

\newacro{gmres}{GMRES}{Generalized Minimal Residual}{یافته تعمیم مینیمال {مانده

شده باز سوم، آرگومان و ͬ شود م ظاهر متن در که کلمه مخفف دوم آرگومان برچسب، اول آرگومان
اختصارات صفحه در است کلمه فارسͬ معادل چهارم آرگومان و ͬ گیرد م قرار پانویس در که انگلیسͬ

.(۲ (شͺل ͬ گیرد م قرار

اختصارات ⅯyWorⅾs فایل در کلمات دادن قرار نحوه :۲ شͺل

بنویسید: .tex فایل در اگر مثال طور به

کرد“ استفاده مختلف دستگاەهای حل برای \gⅼs{gⅿres} روش از ͬ توان ”م

صورت: به پی دی اف فایل در شما خروجͬ آنگاه

استفاده مختلف دستگاەهای حل برای (GMRES) یافته۱ تعمیم مینیمال مانده روش از ͬ توان ”م
کرد.“

1Generalized Minimal Residual
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بود. خواهد

شوند، ظاهر متن در که جایی اولین در ͬ گیرند، م قرار واژەنامەها و اختصارات فهرست در که واژەهایی
شدەاند. استفاده کجا در مرتبه اولین که شوند بررسͬ نیست نیاز و ͬ گیرد م قرار پانویس آنها برای
کند، تغییر واژەهاست این بین در که انگلیسͬ عبارت ͷی فارسͬ معادل که شد لازم اگر همچنین
متن کل در آن جستجوی و تغییر به نیاز و کند تغییر لیست این در آن فارسͬ معادل فقط کافیست

ͬ باشد. نم
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دستور با نمادها این ͬ گیرند. م قرار اختصاری نمادهای صفحه در ͬ شوند م استفاده متن در که نمادهایی .۳

صورت به است، ورودی آرگومان چهار با دستور ͷی که \newneⅿaⅾ�
\newnemad{label}{nemad in index}{explanation in index}{explanation

in text}
� �
قرار اختصاری نمادهای نمایه در سوم و دوم آرگومان های برچسب، اول آرگومان ͬ شوند. م ذخیره
است نماد به مربوط متنͬ چهارم آرگومان ͬ باشند. م نماد توضیح و نظر مورد نماد ترتیب به و ͬ گیرند م

.(۳ (شͺل ͬ گیرد م قرار متن در که

نمادها ⅯyWorⅾs فایل در کلمات دادن قرار نحوه :۳ شͺل

بنویسید .tex فایل در اگر مثال طور به

را B ماتریس \gⅼs{rho} \sigma(B) و است A ماتریس \gⅼs{nuⅼⅼ} نشان دهنده null(A)”
ͬ دهد.“ م نشان

برابر پی دی اف فایل در شما خروجͬ آنگاه

را B ماتریس ویژه مقادیر مجموعەی σ(B) و است A ماتریس پوچ فضای نشان دهنده null(A) ”
ͬ دهد.“ م نشان

عبارت “null(A)” کلمه جلوی اختصارات نمایه به مربوط صفحه در و بود خواهد

“A ماتریس پوچ فضای ”

ͬ شود. م نوشته
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نمایه در کلمه نمایش و xinⅾy اجرای ۲ .۱ .۲ .۰

فایل روی بر را xinⅾy موتور سپس و کنید اجرا را خود فایل ⅯyWorⅾs، فایل در کلمات کردن وارد از پس
شوند. اعمال اصلͬ فایل روی بر زیر دستور چهار باید منظور این برای کنید. اجرا

xindy -L persian-variant1 -C utf8 -I xindy -M %.xdy -t %.glg -o %.gls %.glo|
xindy -L persian-variant1 -C utf8 -I xindy -M %.xdy -t %.blg -o %.bls %.blo|
xindy -L persian-variant1 -C utf8 -I xindy -M %.xdy -t %.nlg -o %.nls %.nlo|
xindy -L english -C utf8 -I xindy -M %.xdy -t %.alg -o %.als %.alo

((۴ (شͺل بͽیرید کپی بالا دستورات pⅾf فایل از امر این برای .۱

دستورات کردن کپی :۴ شͺل

و کنید، انتخاب را Configure TeXstudio گزینه Option منوی از ،TexStuⅾio افزار نرم در .۲

Xeⅼatex به را کامپایلر Default Compiler گزینه و  Buiⅼⅾ قسمت از ͬ شود م باز که ای پنجره در
این و کنید انتخاب دستورات این برای را نام ͷی User Commands قسمت در و دهید تغییر

دهید. قرار شده، داده نشان سوم گام در ۵ شͺل در که محلͬ در و دستور این مقابل در را دستورات

تعریف که دستوری روی بر جا آن در و رفته users قسمت و tooⅼs منوی به اجرا، برای تایید از پس .۳

چهار هر دستور این روی بر ͷکلی با کردیم). تعریف gⅼos را آن ۵ تصویر (در کنید ͷکلی کردید
(۶ (شͺل ͬ گردند. م اجرا شده یاد دستور

قرار گیرند. نمایەها در شدەاند، استفاده متن در که کلماتͬ تا کنید اجرا بار ͷی را خود فایل .۴

قرار اختصارات فهرست و واژەنامە در شده مرتب صورت به اختصارات و واژەها خروجͬ، فایل در اکنون
درستͬ به دستورات یا که است دلیل این به دارد وجود سفید صفحه فقط نمایەها صفحه در اگر ͬ گیرند. م

ͬ باشد. م ۷ شͺل صورت به شده تولید نمایەهای خروجͬ نشدەاست. اجرا ۳ گام یا و نشدەاند وارد
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دستورات دادن قرار :۵ شͺل

نمایەها در کلمات گرفتن قرار و gⅼoss دستور اجرای :۶ شͺل

متفاوت ͬ های فراخوان ۳ .۱ .۲ .۰

کرد. استفاده زیر دستورهای از باید کلمات فراخوانͬ برای

فارسͬ جمع کردن وارد برای و \gls{ⅼabeⅼnaⅿe} دستور از متن در واژه فارسͬ مفرد کردن وارد برای .۱

برای عبارت که زمانͬ دستورات این با ͬ شود. م استفاده \glspl{ⅼabeⅼnaⅿe} دستور از متن در واژه
مورد واژه آن، بر علاوه ͬ خورند). نم پاورقͬ (نمادها ͬ خورد م پاورقͬ ͬ شود م ظاهر متن در بار اولین

ͬ گیرد. م قرار نمادها) فهرست یا اختصارات فهرست (واژەنامه، نمایه در نظر
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ͷاتوماتی نمایەهای :۷ شͺل

فارسͬ جمع کردن وارد برای یا \gls*{ⅼabeⅼnaⅿe} دستور از واژەای فارسͬ مفرد کردن وارد برای اگر .۲

شود ظاهر متن در که بار اولین برای واژه آن کنید، استفاده \glspl*{ⅼabeⅼnaⅿe} دستور از واژەای
به مربوط توضیحات در عبارتͬ اگر مثال عنوان به ͬ گیرد. م قرار واژەنامەها در اما ͬ خورد، نم پاورقͬ
اگر و ͬ شوند م ظاهر جداول یا شͺل ها به مربوط فهرست در بار اولین برای باشد، جدول ها یا شͺل ها
ͬ خورند م پاورقͬ فهرست صفحه آن در شود، استفاده \glspl و \gls دستورات از واژەها این برای
از باید ͬ آیند م یاجدول و الͽوریتم شͺل، توضیحات در که کلماتͬ برای بنابراین نیست. مطلوب که

شود. استفاده \gls*{ⅼabeⅼnaⅿe}

فارسͬ جمع کردن وارد برای یا \glsentrytext دستور از واژەای فارسͬ مفرد کردن وارد برای اگر .۳

پاورقͬ شود ظاهر متن در که بار اولین برای واژه آن شود، استفاده \glsentryplural دستور از واژەای
ͬ گیرد. نم قرار نیز واژەنامەها در و ͬ خورد نم

فهرست یا و نامه واژه در اما ͬ آید نم متن در اختصار یا و واژه کنید، استفاده \glsuse دستور از اگر .۴

ͬ شود. م وارد اختصارات
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مثال ۴ .۱ .۲ .۰

برای که تصادف۱ͬ متغیرهای واژه مثل نمود. استفاده \glspl دستور از باید واژه ͷی جمع کردن وارد برای
دستور از واژه کردن �وارد

\glspl{rv}
� �
این اگر است. خورده پاورقͬ نیز آن انگلیسͬ معادل واژه، این از استفاده اولین در ضمنا است. شده استفاده

ͬ شد. م نوشته پرانتز در نیز آن اختصار بود، اختصاری کلمات جز کلمه
است: شده استفاده \glspl* یا \gls* از زیر کلمات �در

\begin{center}
\gls*{pred}, \gls*{ipss}, \glspl*{di}, \gls*{md}, \glspl*{krysub}.
\end{center}
� �

کرایلف. زیرفضاهای ،MD ابعاد، ،IPSS پیش شرط سازی شده،

ͬ کنیم: م استفاده \glspl یا \gls از �اکنون
\begin{center}
\gls{pred}, \gls{ipss}, \glspl{di}, \gls{md}, \glspl{krysub}.
\end{center}
� �

زیرفضاهای ،(MD) درجه۴ مینیمم الͽوریتم ابعاد۳، ،(IPSS) ناقص۲ PSS روش پیش شرط سازی شده،
کرایلف۵.

کلمات همه ͬ شود، م استفاده \glspl یا \gls از که است بار اولین برای چون ͬ شود، م مشاهده که همانگونه
در و ͬ شوند م نوشته پرانتز درون مرتبه اولین در اختصاری نمادهای مخفف حالت بعلاوه میخورند. پانویس

ͬ کنیم: م استفاده \glspl یا \gls از مجددا ͬ شود. م نوشته مخفف حالت همین فقط بعدی �استفادەهای
\begin{center}
\gls{pred}, \gls{ipss}, \gls{di}, \gls{md}, \glspl{krysub}.
\end{center}
� �

کرایلف. زیرفضاهای ،MD بعد، ،IPSS پیش شرط سازی شده،

ͬ شوند. م ظاهر متن در صورت این به فقط کلمات این بعد، به این از

1Random Variable
2Inexact PSS
3Dimension

4Minimum-degree algorithm
5Krylov Subspace
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ͬ کنیم. م اشاره \gls{norm} و \gls{kron} مانند اختصاری نمادهای از برخͬ به اینجا در ورودی:
ͬ کنیم. م اشاره طیفͬ نرم و کرونکر حاصل ضرب مانند اختصاری نمادهای از برخͬ به اینجا در خروجͬ:

ͬ گیرند. م قرار اختصاری نمادهای در طیفͬ نرم و کرونکر حاصل ضرب بالا عبارت از پس
ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت به و ͬ دهیم م نشان $ null(A)$ با را $A$ ماتریس \gls{null} ورودی:

null(A) = {x ∈ Cn : Ax = ۰}.

ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت به و ͬ دهیم م نشان null(A) با را A ماتریس پوچ خروجͬ:فضای
است. شده نوشته “ \gls{null}” دستور از استفاده با پوچ“ ”فضای بالا مورد در

ماتریس ͬ باشند. م زیادی کاربردهای دارای مختلف علوم در که هستند مسائلͬ \glspl{spp} ورودی:
ͬ باشد. م \gls{psd} ماتریس ͷی مسائل این ضرایب

ماتریس ͬ باشند. م زیادی کاربردهای دارای مختلف علوم در که هستند مسائلͬ زینͬ نقطه مسائل خروجͬ:
ͬ باشد. م (PSD) مثبت۱ معین نیمه ماتریس ͷی مسائل این ضرایب

در آن اختصار حالت ͬ شود، م متن وارد بار اولین برای اینجا و دارد قرار اختصارات بین در psⅾ چون
مقادیر و ۳۲ × ۳۲ شبͺه ازای به ͬ شود. م ظاهر پاورقͬ در انگلیسͬ شده باز شͺل و ͬ گیرد م قرار پرانتز
در ۸ شͺل در است. شده داده نمایش ۹ و ۸ شͺل های در P−۱

SEPSSA ویژه مقادیر توزیع ،tβوtα متفاوت
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.P−۱
SEPSSA پیش شرط سازی شده ماتریس ویژه مقادیر توزیع :۸ شͺل

۹ شͺل در اما ͬ خورد. نم پاورقͬ \gls* دستور از استفاده دلیل به پیش شرط سازی شده کلمه شͺل ها، فهرست
(فهرست ͬ خورد. م پاورقͬ \gls دستور از استفاده دلیل به ”پیش شرط سازی شده“ کلمه شͺل ها، فهرست در

ببینید) را شͺل ها
1Positive Semi Definite
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.P−۱
SEPSSA پیش شرط سازی شده ماتریس ویژه مقادیر توزیع :۹ شͺل

نشود، وارد (۳ .۱ .۲ .۰ در دستورات دیͽر (یا \gls دستورات با متن در را اختصاری یا و واژه ͬ که زمان تا
ͬ گیرد. م قرار واژەنامەها در نه و ͬ شود م ظاهر متن در نه واژه
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دستͬ نمایەهای ۲ .۲ .۰

نمایەها اگر اما داد. قرار نمایه صفحه در و کرد وارد فایل ͷی در مستقیما را کلمات ͬ توان م نمایەها تولید برای
هم صفحاتͬ شماره و ͬ خورند نم پانویس ͬ گیرند، م قرار متن در که بار اولین برای شوند، ساخته طریق این از
باید نیز الفبا حروف حسب بر مرتب سازی همچین ͬ شود. نم مشخص گرفتەاند، قرار صفحات آن در که

شود. انجام دستͬ بەصورت
به را کلمات و کنید باز را dic-fa2en_handle.tex فایل انگلیسͬ به فارسͬ واژەنامه ساختن برای

صورت

\fagloss{english}{persian}

کند. مͬ وارد را واژه فارسͬ اول حرف نیز \fahd{first} دستور کنید. وارد
به را کلمات و کنید باز را dic-en2fa_handle.tex فایل فارسͬ به انگلیسͬ واژەنامه ساختن برای

صورت

\engloss{english}{persian}

ͬ کند. م وارد را واژه انگلیسͬ اول حرف نیز \enhd{first} دستور کنید. وارد
دستور توسط را واژەها و کنید باز را Nemadha_handle فایل اختصاری نمادهای کردن وارد برای

\gloss{nemad}{explanation}

کنید. وارد

دستͬ نمایەهای :۱۰ شͺل
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واژەها خروجͬ و ورودی نمونەهای ۱ .۲ .۲ .۰

ͬ شوند: م وارد زیر صورت به واژەها
\fahd{م}
\fagloss{saddle point problem}{ͬزین نقطه {مساله
\fagloss{Hermitian Positive Definite and Skew-Hermitian Splitting}{مثبت معین شͺافت

هرمیتͬ پاد و {هرمیتͬ
\enhd{S}
\engloss{saddle point problem}{ͬزین نقطه {مساله
\engloss{Hermitian Positive Definite and Skew-Hermitian Splitting}{مثبت معین شͺافت

هرمیتͬ پاد و {هرمیتͬ
\fahd{ح}
\gloss{$A⊗ B$}{ ماتریس های کرونکر حاصل ضرب $A$ و $B$}

است: زیر صورت به آنها خروجͬ که

م
saddle point problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . زینͬ نقطه مساله

ش
Hermitian Positive Definite and Skew-Hermitian . پادهرمیتͬ و هرمیتͬ مثبت معین شͺافت
Splitting

S
saddle point problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . زینͬ نقطه مساله

H
Hermitian Positive Definite and Skew-Hermitian Splitting و هرمیتͬ مثبت معین شͺافت

پادهرمیتͬ

ح
A⊗ B . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . B و A ماتریس های کرونکر حاصل ضرب



گیلان دانشͽاه قالب ۱۹

(ⅿfiⅼe) متلب کد ͷی فراخوانͬ ۳ .۰

فراخوانͬ resourⅽes پوشه از را soⅼve نام به متلب کد ͷی زیر دستور توسط و ⅼstⅼisting ازبسته استفاده با
ͬ کنیم: �م

\begin{latin}
\lstinputlisting[style=matlabstyle]{resources/solve.m}
\end{latin}
� ��

1 function y=solveSEPSS(B,LNp,UNp,pNp,LCpbet,UCpbet,pCpb,x,semi)
2 %Summary of this function goes here
3 %y=inv(SEPSS)x; y=[y1;y2]; x=[x1;x2]
4 m1=size(B,2);
5 x1=x(1:m1,1);x2=x(m1+1:end);
6 if semi==1
7 s2(pCpb,:)=UCpbet\(LCpbet\(x2(pCpb)));
8 else
9 s2=gmres(LCpbet*UCpbet,x2);

10 end
11 s1=x1-B'*s2;
12 y1(pNp,:)=UNp\(LNp\(s1(pNp)));
13 t2=x2+B*y1;
14 y2(pCpb,:)=UCpbet\(LCpbet\(t2(pCpb)));
15 y=[y1;y2];
16 end
� �
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ریاضͬ محیط های نمونه ۴ .۰

کنید: استفاده قالب این در ͬ توانید م که �مواردی
\begin{theorem}
This is a theorem
\end{theorem}
\begin{proof}
This is a proof.
\end{proof}
\begin{remark}
remark...
\end{remark}
\begin{lemma}
lemma...
\end{lemma}
\begin{example}
example...
\end{example}
� �

This is a theorem ۰۱۲۳۴۵ .۱ .۰ قضیه

This is a proof. ۰۱۲۳۴۵ اثبات.

reⅿark... .۲ .۰ تبصره

ⅼeⅿⅿa... .۳ .۰ لم

exaⅿpⅼe... .۴ .۰ مثال

ⅽoroⅼⅼary...== ۰۱۲۳۴۵ .۵ .۰ نتیجه

proposition... ۰۱۲۳۴۵ .۶ .۰ گزاره

۰۱۲۳۴۵note... .۷ .۰ نکته

ⅾefinition... .۸ .۰ تعریف

ⅼeⅿⅿa... .۹ .۰ لم

ⅽonjeⅽture... .۱۰ .۰ حدس

کنید. تعریف را آن خودتان باید موارد این از غیر به

آنها به ارجاع و منابع فهرست ۵ .۰

تولید اکیدا .Bibtex از اسنفاده بدون و Bibtex از استفاده با کرد: تولید را مراجع ͬ توان م صورت دو به
ͬ شود. م توصیه Bibtex از بااسنفاده منابع فهرست
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Bibtex از بااسنفاده منابع فهرست تولید نحوه ۱ .۵ .۰

فایل در و گرفته اسͺولار گوگل از را خود منابع bibtex فرمت کافیست پایان نامه این در

ⅯyBibReferenⅽes.bib

دستور با و کنید �جایͽذاری
\cite{biblabel}
� �
به که مرجعͬ برچسب مثال طور به است. نظر مورد مرجع برچسب نام bibⅼabeⅼ کنید. فراخوانͬ را آنها

�صورت
@book{brezzi2012,
title={Mixed and hybrid finite element methods},
author={Brezzi, Franco and Fortin, Michel},
volume={15},
year={2012},
publisher={Springer Science \&Business Media}
}
� �
به ͬ توان م \cite{brezzi2012} دستور با و ͬ باشد م brezzi2012 عبارت است، گرفته قرار bib فایل در

مرجع برچسب داد. ارجاع منبع این

Listing 1: English reference�
@article{benzi312009,
title={A generalization of the {Hermitian} and skew-{Hermitian}

splitting iteration},
author={Benzi, Michele},
journal={SIAM Journal on Matrix Analysis and Applications},
volume={31},
number={2},
pages={360--374},
year={2009},
publisher={SIAM}
}
� �
فامیل صورت به برچسبی مقالات برای باشند. فرد به منحصر باید مراجع برچسب ͬ باشد. م ۳۱۲۰۰۹benzi
این در ͬ شود. م پیشنهاد نویسنده+سال فامیل صورت به کتاب ها برای و ͬ باشد م مجله+سال نویسنده+شماره
ͬ شود. م یادآوری منبع آن برچسب منبع، هر مشاهده محض به و بود خواهند فرد به منحصر برچسب ها صورت

در آنها تفاوت تنها و هستند ͬͺی bib فایل در انگلیسͬ و فارسͬ منابع �فیلدهای
language={persian},
� �

اضافه شود. فارسͬ منابع به باید که است
ارجاع منبعͬ به که زمانͬ تا ͬ کنید، م استفاده منابع تولید برای Bibtex از ͬ که هنگام باشید داشته توجه
نیاز حد از بیش منابعͬ ͬ توانید م شما رو این از ͬ شود. نم ظاهر شما مراجع و منابع قسمت در منبع آن ندهید
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باشند. داشته ظاهر شما منابع فهرست در اینکه بدون باشید داشته MyBibReferences.bib فایل در خود
دستورهای توسط منابع فهرست ،bib فایل در منابع دادن قرار از �پس

\bibliographystyle{acm-fa}
\bibliography{MyBibReferences}
� �
از که مراجعͬ و منابع و است .bib آن پسوند که است فایلͬ نام ⅯyBibReferenⅽes ͬ آید. م پدید
استایل aⅽⅿ−fa و دارد قرار آن در نمودەاید) تکمیل خود را منبع آن فیلدهای (یا گرفتەاید اسͺولار گوگل

است. زی پرشین استایل های از ͬͺی که شماست مراجع و منابع دادن نشان و شدن مرتب

روش این مزیت های ۱ .۱ .۵ .۰

کدام هر و ͬ گیرد م قرار منابع در گیرد قرار متن در که منبع هر ͬ باشد. نم متن در منبعͬ هر بررسͬ به نیاز .۱

قرار متن در اولین برای که منابع از ͷی هر که باشید داشته (توجه ͬ شود. م حذف منابع از شود حذف
این ͬ شود م باعث که ͬ گیرد م قرار فایلتان اصلͬ نام با و .bbl پسوند با فایلͬ در آن از کپی ͷی گیرد
فهرست در همچنان منبع آن شود، حذف نیز منبع آن اگر حتͬ شود. داده نشان منابع فهرست در منبع
تا کنید پاک را .bbl پسوند با فایل باید بار ͷی متنتان نهایی نسخه در لذا داشت. خواهد قرار منابع

شوند.) حذف منابع فهرست از موجود، اضافͬ منابع و شود ساخته دوباره

پسوند با فایل ͷی داشتن با (فقط خاص فرمت ͷی به ثانیه چند عرض در ͬ توان م را منابع همه .۲

این شوند. مرتب تک تک صورت به و جداگانه منابع از ͷی هر که نیست لازم و نمود مرتب (.bst
نویسندگان. الفبایی حروف ترتیب یا باشد متن در منابع شدن ظاهر ترتیب به ͬ تواند: م مرتب سازی
ͷی مجلەای هر اخیرا خاص. قسمت های برای پرانتز دادن قرار یا و مختلف قسمت های کردن ͷایتالی
ͬ کند م مرتب آن توسط را خود مراجع و منابع که است گرفته نظر در خود برای .bst پسوند با فرمت
شده تعریف پیش  از نمونەهای از ͬͺی متن، این منابع خروجͬ شͺل نمود. استفاده آنها از ͬ توان م که
ͬ گیرد م قرار فهرست انتهای در فارسͬ منابع فرمت این در البته .(acm-fa.bst) ͬ باشد م زی پرشین در
نمود). عمل ۲ .۱ .۵ .۰ زیربخش مطابق ͬ توان م نیز آن، ابتدای در فارسͬ منابع و مراجع دادن قرار (برای

برای فایل این از که باشید داشته .bib فایل ͷی در کتاب و مقاله صدها از بانک ͷی ͬ توانید م شما .۳

مراجع که کسانͬ به ͬ توانید م را فایل این همچنین کنید. استفاده ... و رساله مختلف، مقالات تهیه
دهید. انتقال دارند، اشتراک شما مراجع با آنها

انگلیسͬ مراجع از قبل فارسͬ مراجع دادن قرار ۲ .۱ .۵ .۰

ͬ گیرند. م قرار انگلیسͬ منابع از پس فارسͬ منابع است، شده گرفته کار به متن این برای که استایلͬ فایل در
دستور باید بͽیرند، قرار منابع ابتدای در فارسͬ منابع اینکه �برای

txs:///xelatex |bibtex8 -W -c cp1256fa %.aux| txs:///xelatex|txs:///xelatex
� �
قرار منابع ابتدای در فارسͬ منابع تا کنید اجرا را آن سپس و کنید اضافه ۱۱ شͺل بەصورت فرمان خط در را

کنید). کپی قسمت این پی دی اف فایل از را دستور این کافیست نیست. بالا دستور نوشتن به (نیازی گیرند
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منابع ابتدای در فارسͬ مراجع و منابع دادن قرار :۱۱ شͺل

مراجع از نمونەهایی ۳ .۱ .۵ .۰

ͬ کنید: م ملاحظه را مراجع از مختلفͬ نمونەهای ادامه در
مجله، در شده چاپ فارسͬ مقاله ͷی [۹۰]

فارسͬ، کتاب ͷی [۸۴]
داخلͬ، کنفرانسͬ مقاله ͷی [۸۶]
فارسͬ، ارشد پایان نامه ͷی [۹۱]

فارسͬ، دکتری پایان نامه ͷی [۸۵]
فارسͬ(متفرقه)، اینترنتͬ منبع ͷی [۸۹]

چاپی، انگلیسͬ مقاله ͷی [۱]
،ͬͺترونیͺال انگلیسͬ مقاله ͷی [۱۸]

انگلیسͬ، کتاب ͷی [۵۰]
خارجͬ، کنفرانسͬ مقاله ͷی [۲]

انگلیسͬ، ارشد پایان نامه ͷی [۵۷]
و انگلیسͬ دکتری پایان نامه [۲۷]

مقالات مجموعه ͷی از انگلیسͬ مقاله ͷی [۷۴]
است.

مهم نکته ۴ .۱ .۵ .۰

تمام و ͬ شوند م ذخیره bbⅼ پسوند با فایلͬ در ͬ گیرند، م قرار منابع فهرست در روش این توسط که مراجعͬ
شود، حذف متن از منبعͬ اگر لذا ͬ شوند. م داده نشان منابع فهرست در دارند، قرار فایل این در که منابعͬ
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دارای که را فایلͬ بار ͷی پایان نامه، کامل تایپ از پس بنابراین ͬ شود. م داده نشان منابع فهرست در همچنان
حذف گرفتەاند، قرار منابع فهرست در که اضافͬ منابع و شود تولید دوباره تا کنید پاک است bbⅼ پسوند

شوند.
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Bibtex بدون منابع فهرست تولید نحوه ۲ .۵ .۰

ͬ شوند. م داده قرار \bibitem دستور با برچسب ها این شوند، داده قرار مراجع در bibtex بدون مراجع اگر
صورت به مرجع ͷی مثال عنوان به

\bibitem{Bai1022005}
Bai Z.-Z., Parlett B.N., Wang Z.-Q., On generalized successive overrelaxation
methods for augmented linear systems, Numerische Mathematik, 102, (2005), 1–
38.
نوشتن نحوه دیدن برای ͬ باشد. م مرجع این برچسب ۱۰۲۲۰۰۵Bai عبارت که ͬ گیرد م قرار مراجع فهرست در
منابع همه از قبل ببینید. گیلان دانشͽاه قالب در را referenⅽes.tex فایل انگلیسͬ و فارسͬ مراجع و منابع
در باید منابع همه کرد. استفاده \latin دستور انگلیسͬ منابع همه از قبل و \persian دستور از باید فارسͬ

بͽیرند. قرار \end{thebibliography} و \begin{thebibliography}{99} دستور دو بین

Listing 2: References without bibtex�
\begin{thebibliography}{99}
\persian

persian refrences

\latin
\bibitem{Bai1022005}
Bai Z.-Z., Parlett B.N., Wang Z.-Q., On generalized successive
overrelaxation methods for augmented linear systems,
\emph{Numerische Mathematik}, 102, 1 (2005), 1--38.
\bibitem{saad2003}
Saad Y. \emph{Iterative methods for sparse linear systems},
volume 82. SIAM, 2003.
\end{thebibliography}
� �



پیش گفتار

صورت به خطͬ معادلات دستگاه ͷی حل

Au = b, (۱)

اغلب در مسألەای چنین ͬ باشد. م عددی خطͬ جبر در مهم مسائل از ͬͺی ،u,b ∈ Cn Aو ∈ Cn×n آن در که
ساختمان، و راه برق، مهندسͬ ،ͷفیزی مهندسͬ زیست شناسͬ، شامل: مهندسͬ و علوم مختلف شاخەهای
ͬ باشد. م دیفرانسیل معادلات عددی جواب های فوق، مسائل منبع مشترک ترین که ͬ گردد م …ظاهر و ارتعاشات
از گسستەسازی توسط و عددی روش به معمولا دیفرانسیل، معادلات دستگاه ͷی حل عملͬ، کاربردهای در
صورت به خطͬ معادلات دستگاه ͷی حل به منجر که ͬ باشد م متناهͬ عناصر یا متناهͬ تفاضلات روش طریق

بود. خواهد دیفرانسیل معادله تقریبی جواب ͷی ،(۱) خطͬ معادلات دستگاه جواب ͬ گردد. م (۱)
و مستقیم روش های دسته دو به که دارد وجود خطͬ معادلات دستگاه ͷی حل برای مختلفͬ روش های
در و مستقیم صورت به ،(۱) دستگاه جواب مستقیم، روش های در ͬ شوند. م تقسیم (تکراری) غیرمسقیم
تجزیه محاسبه ،۱ ͬͺچولس یا ⅬR تجزیه محاسبه طریق از ͬ تواند م که ͬ آید م بدست حسابی عمل متناهͬ تعداد
محاسبه پذیرد. صورت … و گاوس⁃جردن۴ یا گاوس۳ حذفͬ روش کرامر۲، قاعده وارون، محاسبه ،QR

محاسبات حجم زیرا ͬ شود. نم توصیه اکیدا بزرگ ابعاد با ماتریس های برای کرامر، قاعده از استفاده و وارون
ابعاد با و تنک ضرایب ماتریس با دستگاەهایی حل برای همچنین، ͬ یابد. م افزایش شدت به روش ها این در
خاص فرایند بەدلیل زیرا بود. نخواهند استفاده قابل بالا روش های از ͷی هیچ خاصͬ، موارد در مͽر بزرگ،
باعث که بود خواهیم A ماتریس خود به نسبت بیشتری، ناصفر درایەهای تعداد ذخیره به مجبور غالبا آنها،
محاسباتͬ خطای افزایش درنتیجه و محاسبات تعداد افزایش آنها، ذخیرەسازی برای حافظه میزان افزایش
،{u(k)} صورت به بردارها از دنبالەای ،u(۰) اولیه بردار ͷی ازای به تکراری، روش های در اما شد. خواهد

مانند بازگشتͬ رابطه ͷی توسط

u(k+۱) = Gku
(k) + c(k), (۲)

به دنباله این که ͬ شوند م تولید گونەای به ͬ باشند، م u(k) بردار به وابسته c(k) ∈ Cn و Gk ∈ Cn×n آن در که
انباشتگͬ و محاسبات تعداد افزایش دلیل به است ممͺن که چند هر شود. همͽرا (۱) معادلات دستگاه جواب
حال، هر به اما نباشد. مقدور ناچیز بسیار دقت با جوابی به دستیابی … و کردن گرد خطای از متأثر خطای
تا را مسأله جواب از تقریبی ͬ توان م آن، ضرایب ماتریس ویژه نوع و دستگاه حل برای انتخابی روش به بسته

1Cholesky
2Cramer

3Gauss
4Gauss-Jordan

۲۶
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نمود. محاسبه حدی
دسته دو به (۱) خطͬ معادلات دستگاه حل برای تکراری روش های ،Gk تکرار ماتریس نوع به بسته
تکراری روش های در ͬ شوند. م تقسیم (غیرایستا) پویا تکراری روش های و ایستا تکراری روش های کلͬ
تکرار ماتریس پویا، تکراری روش های در که صورتͬ در است، ثابت همواره Gk تکرار ماتریس ایستا،
که آمده، دست به جدید بردار تا ͬ کند م پیدا تغییر گونەای به گام هر در و بوده u(k) بردار به وابسته Gk

جواب برای قبل، بردار به نسبت بهتر تقریب ͷی ͬ شود، م حاصل فضا ͷی روی مینیمم سازی ͷی از معمولا
(SOR) متوال۴ͬ تخفیف ریچاردسون۳، ژاکوبی۲، گاوس⁃سایدل۱، تکراری روش های باشد. (۱) دستگاه
سریعترین مزدوج، گرادیان مانند کرایلف زیرفضای روش های و ایستا تکراری روش های از نمونەهایی … و
ماتریس نوع به وابسته روش ها این همͽرایی ͬ باشند. م پویا تکراری روش های از نمونەهایی … و کاهش
همͽرایی مثال، بەعنوان نیستند. همͽرا کلͬ حالت در روش ها این از هیچ کدام و ͬ باشد م دستگاه ضرایب
روش های و غالب قطر ضرایب ماتریس با دستگاەهایی برای ،SOR و ژاکوبی گاوس⁃سایدل، روش های
مثبت معین ضرایب ماتریس با دستگاەهایی برای کاهش، سریعترین و مزدوج گرادیان ریچاردسون، تکراری
است. شده بررسͬ نیز دیͽر حالات برای روش ها این از برخͬ همͽرایی البته است. رسیده اثبات به هرمیتͬ
به نامنفرد دلخواه ضرایب ماتریس با خطͬ معادلات دستگاه ͷی حل برای که پویا تکراری روش های از ͬͺی
همͽرایی پیرامون است. شده معرفͬ [۶۵] در شولز۶ و سعد۵ توسط که ͬ باشد م GMRES روش ͬ رود، م کار
دست به نتایجͬ واکر۸، و برون۷ توسط ،[۳۰] در نیز منفرد ضرایب ماتریس با دستگاەهایی حل برای روش این
اگر و ͬ باشد م ضرایب ماتریس مینیمال چندجملەای درجه به وابسته روش، این همͽرایی سرعت است. آمده
با تکرار m در حداکثر ͬ شود، م تولید روش این توسط که برداری دنباله آنگاه باشد، m با برابر مقدار این
روش همͽرایی سرعت کلͬ، حالت در ͬ کند. م پیدا دست خطͬ معادلات دستگاه جواب به دقیق، محاسبه
ویژه مقادیر از بیشتری تعداد چه هر دارد. بستگͬ ضرایب ماتریس ویژه مقادیر بودن خوشه به GMRES
GMRES روش همͽرایی سرعت باشند، شده جمع (۰, ۰) نقطه از دور به نقطەای حول ضرایب، ماتریس
طرف دو به ،  P مانند نامنفرد ماتریس ͷی ضرب پیش با ͬ توان م منظور، بدین .[۲۰] بود خواهد بیشتر نیز

صورت به جدید خطͬ معادلات دستگاه ͷی (۱) رابطه

P−۱Au = P−۱b, (۳)

دستگاه را معادلات دستگاه این و پیش شرط ساز۹ ماتریس ماتریسPرا است. (۱) دستگاه معادل که آورد پدید
ͬ گوییم. م پیش شرط سازی شده

نمود انتخاب گونەای به ماتریسPرا ͬ توان م که است آن ،(۱) دستگاه حل به نسبت دستگاه این حل مزیت
خوشه (۱, ۰) مانند نقطه ͷی اطراف در و (۰, ۰) نقطه از دور به نقطەای در آن، ضرایب ماتریس ویژه مقادیر تا
خطͬ معادلات دستگاه جواب آوردن دست به برای GMRES روش همͽرایی سرعت طریق، این از و شوند
وارون محاسبه که آنجا از اما ͬ باشد، م A A ماتریس خود P ماتریس برای انتخاب ͷی کند. پیدا بهبود (۱)
پیش شرط ساز، عنوان به A ماتریس از تقریبی همواره است، پرهزینه بسیار بزرگ ابعاد با مسائل برای ماتریس
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پیش گفتار ۲۸

محاسبه به GMRES روش الͽوریتم در که آنجا از بەعلاوه، ͬ شود. م گرفته نظر در مسائل، گونه این برای
ͷی حل که گردد انتخاب گونەای به باید P ماتریس لذا ͬ باشد، م نیاز بردار در دستگاه ضرایب ماتریس ضرب

پذیرد. انجام سهولت به نیز P ضرایب ماتریس با خطͬ معادلات دستگاه
معرفͬ خطͬ معادلات دستگاه حل برای مختلفͬ پیش شرط سازهای و تکراری روش های اساس، این بر
برای که ͬ باشد م (HSS) هرمیت۱ͬ پاد و هرمیتͬ مثبت معین شͺافت روش روش ها، این از ͬͺی شدەاند.
معرفͬ هرمیتͬ غیر مثبت معین خطͬ معادلات دستگاه حل برای [۱۱] در همͺاران و بای۲ توسط بار اولین
این که شده داده نشان [۱۱] در شد. تولید تکراری روش این توسط HSS پیش شرط ساز سپس و گردید
دلیل به همͽراست. هرمیتͬ، غیر مثبت معین خطͬ معادلات دستگاه جواب تنها به شرطͬ، هیچ بدون روش
معرفͬ آن از مختلفͬ نمونەهای و بوده افراد از بسیاری توجه مورد همواره روش، این کارآمد و جالب خواص
برای نیاز مورد حافظه از استفاده میزان کاهش برای (IHSS) ناقص۳ HSS روش مثال، بطور است. شده
حل برای [۷] در (MHSS) بهبودیافته۴ HSS روش .[۱۱] است شده ارائه HSS روش در ذخیرەسازی
(GHSS) ۵HSS روش از تعمیم ͷی است. آمده دست به بنزی و بای توسط متقارن، مختلط دستگاەهای
خطͬ معادلات دستگاەهای حل برای روش این از مختلفͬ نمونەهای همچنان است. شده معرفͬ [۲۱] در
همͺاران و بای توسط (PSS) هرمیت۶ͬ پاد و مثبت معین شͺافت روش .[۸۳ ،۶۷] ͬ شود م استفاده گوناگون
HSS روش از تعمیمͬ که است شده معرفͬ هرمیتͬ غیر مثبت معین خطͬ دستگاەهای حل برای [۱۰] در
PSS روش که شد داده نشان [۱۰] در آمد. دست به روش این توسط PSS پیش شرط ساز سپس ͬ باشد. م
هرمیتͬ، غیر مثبت معین ضرایب ماتریس با خطͬ معادلات دستگاه یͺتای جواب به شرطͬ، هیچ بدون نیز
(MGPSS) آن۹ از بهبودی و [۳۵] در همͺاران و کائو۸ توسط (GPSS) ۷PSS روش از تعمیمͬ همͽراست.
[۱۷] در بای توسط نیز آن با متناظر پیش شرط ساز و انتقال⁃شͺافت تکراری روش است. شده معرفͬ [۵۸] در
دوم، فصل در است. شده ارائه هرمیتͬ غیر مثبت معین ضرایب ماتریس با خطͬ معادلات دستگاه حل برای

ͬ شوند. م معرفͬ نیز دیͽری پیش شرط سازهای و تکراری روش های
خطͬ معادلات دستگاه اکنون

Au ≡

[
A B∗

−B C

][
x

y

]
=

[
f

g

]
≡ b, (۴)

غیرهرمیتͬ، مثبت معین نیمه C ∈ Cm×m غیرهرمیتͬ، مثبت معین A ∈ Cn×n آن در که بͽیرید نظر در را
یافته تعمیم زینͬ نقطه مسائل را دستگاەهایی چنین .g ∈ Cm و f ∈ Cn ،(m ⩽ n) B ∈ Cm×n

تعمیم یافته زینͬ نقطه مسائل هستند. بزرگ ابعاد از و تنک C و B ،A ماتریس های ͬ کنیم م فرض ͬ نامیم. م
عناصر تقریب ،[۴۶،۴۴،۴۳،۳] سیالات ͷانیͺم محاسبه نظیر مهندسͬ، و علوم در متنوعͬ کاربردهای دارای
،[۶۰،۵۶،۵۱،۴۸،۴۷،۱۹] بهینەسازی ،[۷۹،۶۳،۲۹] بیضوی جزیی دیفرانسیل معادلات برای آمیخته متناهͬ
[۴] بیشتر موارد برای ͬ باشند، م … و [۷۷] برق مهندسͬ ،[۲۶] مربعات کمترین تقریب ،[۲۵] بهینه کنترل

ببینید. را
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پیش گفتار ۲۹

شبه روش مانند است، شده پیشنهاد (۴) زینͬ نقطه مسائل حل برای زیادی تکراری روش های اخیرا
اوزاوای پارامتری روش ،[۲۸] اوزاوا۳ روش ،[۱۵] (GSOR) یافته۲ تعمیم SOR روش ،[۴۹] ۱SOR
روش های است ممͺن وجود این با غیره. و [۷۶ ،۲۲] پادهرمیتͬ و هرمیتͬ شͺافت روش ،[۱۶] ناقص۴
دیͽر، سوی از .[۶۶] باشند داشته کرایلف زیرفضای روش های به نسبت کمتری کارایی ایستا تکراری
کندی همͽرایی دارای ͬ روند م کار به زینͬ نقطه مسائل حل برای کرایلف زیرفضای روش های که هنگامͬ
بخشیدن سرعت برای را ارزشمندی پیش شرط سازهای ͬ توانند م ایستا تکراری روش های وجود، این با هستند.
روش های همͽرایی سرعت شد، ذکر که همانطور کنند. تولید کرایلف زیرفضای بر مبتنͬ روش های همͽرایی
به و (۱, ۰) نقطه اطراف در پیش شرط شده ماتریس ویژه مقادیر بودن خوشه به وابسته کرایلف زیرفضای
این از ͬ یابد. م تحقق مناسب پیش شرط سازهای انتخاب با امر این که [۲۰] ͬ باشد م (۰, ۰) نقطه از دور
، [۶۱ ،۴۲] قطری بلوکͬ پیش شرط سازهای مانند زینͬ نقطه مسائل حل برای مختلفͬ پیش شرط  سازهای رو،
پارامتری پیش شرط سازهای ،[۸۰،۷۵،۳۶] ͬ بلوکͬ مثلث پیش شرط سازهای ،[۵۶،۱۴] مقید پیش شرط سازهای
معین تجزیه پیش شرط سازهای ،[۲۲ ،۱۳] پادهرمیتͬ و هرمیتͬ تجزیه پیش شرط سازهای ،[۵۵]  مثلثͬ بلوکͬ
انتقال⁃شͺافت۶ پیش شرط سازهای ،[۲۴،۲۳] (DS) ابعادی۵ پیش شرط سازهای ،[۷۲،۶۲] پادهرمیتͬ و مثبت

شدەاند. ارائه غیره و [۶۸ ،۳۹ ،۳۳ ،۳۲ ،۱۷] (SS)
که دادند نشان و گرفتند کار به زینͬ نقطه مسائل حل برای را HSS تکراری روش گلاب۸ و بنزی۷
نقطه مسائل جواب تنها به خود، پارامتر روی بر محدودیتͬ هیچ بدون HSS تکراری روش شرایطͬ تحت
توجه مورد HSS تکراری روش جالب، ریاضͬ خواص و مطلوب عملͺرد دلیل به .[۲۲] همͽراست زینͬ
ͷی است. شده بررسͬ آنها خصوصیات همراه به روش این از مختلفͬ انواع این رو از است. شده بسیاری
است. شده معرفͬ [۹] در گلاب و بای توسط شده، داده نشان AHSS با که ۹HSSروش از شده تسریع نمونه
دست به [۵] در AHSS و HSS روش های برای شبه⁃بهینه همͽرایی فاکتورهای و شبه⁃بهینه پارامترهای
نقطه مسائل برای دادەاند، نشان با که را ۱۰HSS روش از منظم شده نمونه ͷی [۶] در بنزی و بای است. آمده
ببینید. را [۸] غیرهرمیتͬ ماتریس های برای HSS پیش شرط ساز همͽرایی خواص منظور به دادەاند. ارائه زینͬ
زمانͬ زینͬ، نقطه مسائل پیش شرط شده ماتریس ویژه مقادیر برای را کران هایی [۷۶] در بنزی و سیمونسین۱۱ͬ
تکراری روش برای را بهینه مقادیر همͺاران و بای آوردەاند. دست به شود، استفاده HSS پیش شرط ساز از  که
دو [۵۳] هونگ۱۳ و [۴۰] چن۱۲ همچنین نمودەاند. محاسبه ۲× ۲ بلوکͬ معادلات دستگاه حل برای HSS

کردەاند. ارائه زینͬ نقطه مسائل برای HSS روش در بهینه پارامترهای محاسبه برای را روش
نقطه مسائل حل برای PSS روش بͺارگیری همان که را ۱۵ⅮPSS روش همͺاران، و پن۱۴ ،[۶۲] در
مسائل حل برای روش این از شن۱۶ سپس کردەاند. ارائه باشد، صفر برابر (۲, ۲) بلوک که زمانͬ است، زینͬ
PSS پیش شرط ساز از تعدیل یافته تعمیم ͷی [۴۵] در ژو۱۸ و فن۱۷ .[۷۲] کرد استفاده تعمیم یافته زینͬ نقطه
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پیشنهاد تعمیم یافته زینͬ نقطه مسائل برای را PSS بهبودیافته روش [۸۱] در ما۲ و ژی۱ کردەاند. معرفͬ را
دادەاند.

نیاز مورد قضایای و لم ها تعاریف، مفاهیم، اول، فصل در است. زیر صورت به رساله این بندی فصل
و ͬ شود م پرداخته پیش شرط سازی و شرطͬ عدد به فصل، این ادامەی در است. شده مرور دیͽر فصل های در
روش چندین دوم، فصل در ͬ شوند. م معرفͬ کرایلف زیرفضای روش های و ایستا تکراری روش های سپس
تعمیم یافته۳ PSS روش سپس گرفتەاند. قرار بررسͬ و مطالعه مورد آنها پیش شرط سازهای همراه به تکراری
معین ضرایب ماتریس با خطͬ معادلات دستگاه ͷی حل برای ͬ دهیم، م نشان EPSS با را آن که ،(EPSS)
روش این همͽرایی نیمه و همͽرایی است. شده داده قرار مطالعه مورد آن، خواص و ارائه هرمیتͬ غیر مثبت
برای محدودیتͬ هیچ بدون روش این که داد خواهیم نشان است. شده بررسͬ نامنفرد، و منفرد مسائل برای
ماتریس با دستگاەهایی حل برای روش این که هنگامͬ اما بود. خواهد همͽرا مثبت معین دستگاەهای حل
و ۱ شعاع به دایرەای روی و درون آن تکرار ماتریس ویژه مقادیر همه گیرد، قرار مثبت معین نیمه ضرایب
باشد. نداشته وجود همͽرایی نیمه یا همͽرایی حالت این در است ممͺن لذا و ͬ گیرند م قرار (۰, ۰) مرکز
برای آن، به وابسته پیش شرط ساز از استفاده روش، این تکرار ماتریس ویژه مقادیر بودن خوشه دلیل به اما
برای تقریبی ͬ رسد. م نظر به مناسب غیرهرمیتͬ مثبت معین نیمه یا معین ضرایب ماتریس با دستگاەهایی حل
خاصͬ حالت های عددی، مثال ͷی از استفاده با است. شده ارائه مختلفͬ حالت های در روش این بهینه پارامتر
سوم، فصل در گرفت. خواهند قرار بررسͬ و آزمایش مورد آنها، به وابسته پیش شرط ساز رفتار و روش این از
ͬ آید. م دست به مسائل این برای جواب یͺتایی و وجود شرایط ͬ پردازیم. م تعمیم یافته زینͬ نقطه مسائل به
مختلفͬ پیش شرط  سازهای و روش ها از برخͬ سپس، ͬ شوند. م بازگو مسائل این عملͬ کاربردهای از برخͬ
مسائل حل برای را جدید روش چند و داده قرار مطالعه مورد شدەاند، معرفͬ مسائل این گونه حل برای که را
مسائل حل برای شود، مͬ معرفͬ سوم فصل در که را EPSS روش آن، از پس ͬ کنیم. م معرفͬ (۴) زینͬ نقطه
خواهیم ͬ دهیم. م قرار بررسͬ مورد را آن همͽرایی نیمه و همͽرایی و ͬ گیریم م کار به تعمیم یافته زینͬ نقطه
معرفͬ پیش شرط  سازهای و روش ها برخͬ از تعمیمͬ آن، به وابسته پیش شرط ساز و تکراری روش این که دید
روش، این همͽرایی نیمه و همͽرایی اثبات نتیجه در و بود خواهند تعمیم یافته زینͬ نقطه مسائل برای شده
روش، این ویژه شͺل دلیل به که چند هر شد. خواهد شامل را روش ها آن همه همͽرایی نیمه و همͽرایی
عملͺرد دارای که را روش این خاص موارد از ͬͺی اما دارد، وجود روش این برای بسیاری خاص حالت های
آورده دست به را پیش شرط ساز این برای بهینه پارامترهای ͬ دهیم. م قرار بررسͬ مورد و معرفͬ ͬ باشد، م خوبی
عددی، نتایج از استفاده با نهایت در ͬ دهیم. م قرار مطالعه مورد عملͬ کاربردهای برای را آن ناقص حالت و

ͬ گیرند. م قرار ارزیابی مورد شده معرفͬ پیش شرط سازهای رفتار
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۱ فصل

پیش نیازها

ͬ کنیم. م بیان داریم نیاز آنها به آینده فصل های در که قضایا و تعاریف مفاهیم، از برخͬ بخش این در

قضایا و تعاریف ۱ .۱

ͬ شود م گفته هرمیت۲ͬ A ∈ Cn×n ماتریس و AT = A هرگاه ͬ شود م نامیده متقارن۱ A ∈ Rn×n ماتریس
را A ∈ Cn×n ماتریس و AT = −A هرگاه ͬ نامند م کج۳ متقارن را A ∈ Rn×n ماتریس .A∗ = A هرگاه
مجموع صورت به یͺتا بەصورت ͬ توان م را A ∈ Cn×n ماتریس هر .A∗ = −A هرگاه گویند کج۴ هرمیتͬ
ͬ نامند. م A ماتریس کج هرمیتͬ و هرمیتͬ تجزیەی را تجزیه این که نوشت کج هرمیتͬ و هرمیتͬ ماتریس ͷی
کج هرمیتͬ قسمت نتیجه در و AH = ۱

۲(A+A∗) دید ͬ توان م ͬ دهیم. م نشان AH با را A هرمیتͬ قسمت
.S = A− AH = ۱

۲(A− A∗) با است برابر
ماتریس و ATA = AAT = I هرگاه ͬ شود، م نامیده متعامد ماتریس ͷی A ∈ Rn×n حقیقͬ ماتریس

.A∗A = AA∗ = I هرگاه گویند یͺانͬ را A ∈ Cn×n مختلط
x ∈ Cn هر برای و A∗ = A هرگاه ͬ گویند م (HPD) هرمیت۵ͬ مثبت معین را A ∈ Cn×n ماتریس
(HPSD) هرمیت۶ͬ مثبت معین نیمه را A ∈ Cn×n ماتریس مشابه طور به .x∗Ax > ۰ باشیم داشته
مثبت۷ معین A ∈ Cn×n ماتریس .x∗Ax ≥ ۰ باشیم داشته x ∈ Cn هر برای و A∗ = A هرگاه ͬ نامند، م

باشد. HPD ماتریس ͷی A+ A∗ ماتریس هرگاه ͬ شود، م نامیده (PD)
ͬ دهیم. م نشان ⅾiag(A) با را آن که ͬ شود م ماتریسAتعریف قطر روی عناصر بردار ماتریسAبرابر قطر
،i ̸= j ازای به هرگاه گویند، قطری را A ماتریس باشد. A = (aij) صورت به A ∈ Cn×n کنید فرض
،aij = ۰ ،i > j ازای به اگر ͬ دهیم. م نشان daign(a۱۱, a۲۲, ..., ann) با را قطری ماتریس ͷی .aij = ۰

ماتریس های ͬ شود. م نامیده اکید بالامثلثͬ A ماتریس ،aij = ۰ ،i ≥ j ازای به اگر و بالامثلثͬ A ماتریس
در که A = (Aij) ماتریس کنید فرض ͬ شوند. م تعریف صورت همین به نیز اکید پایین مثلثͬ و پایین مثلثͬ
،i ̸= j ازای به هرگاه گویند، قطری بلوکͬ را A ماتریس صورت این در هستند. A ماتریس بلوک های (Aij) آن

1Symmetric
2Hermitian
3Skew-Symmetric
4Skew-Hermitian

5Hermitian Positive Definite
6Hermitian Positive Semi Definite
7Positive Definite

۳۱
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اگر ͬ دهیم. م نشان daign(A۱۱, A۲۲, ..., Ann) صورت به معمولا˟ را قطری بلوکͬ ماتریس ͷی .Aij = ۰

A ماتریس ،Aij = ۰ ،i ≥ j ازای به اگر و ͬ بلوکͬ بالامثلث را A ماتریس ،Aij = ۰ ،i > j ازای به
صورت همین به نیز اکید ͬ بلوکͬ پایین مثلث و ͬ بلوکͬ پایین مثلث ماتریس های ͬ گویند. م اکید ͬ بلوکͬ بالامثلث را

ͬ شوند. م تعریف
ͬ گویند، م بالا هسنبرگ۱ را A ماتریس صورت این در .A ∈ Cn×n یا A = (aij) ∈ Rn×n کنید فرض
به aij = ۰ هرگاه ͬ شود، م نامیده پایین هسنبرگ۲ A ماتریس همچنین و .i− j > ۱ ازای به aij = ۰ هرگاه

.j − i > ۱ ازای

هرمیتͬ مثبت معین ماتریس ͷی صورت این در باشد. هرمیتͬ مثبت معین ،A ∈ Cn×n کنید فرض .۱ .۱ لم
ͬ دهیم. م نشان A ۱

۲ با را B ماتریس .B۲ = A که طوری به دارد وجود B مانند

و است وارون پذیر P آنگاه باشد، غیرهرمیتͬ) یا (هرمیتͬ مثبت معین ماتریس ͷی P اگر (۱ .۲ .۱ تبصره
است. غیرهرمیتͬ) یا (هرمیتͬ مثبت معین ماتریس ͷی نیز P−۱

ماتریس ،A ماتریس هر ازای به آنگاه باشد، غیرهرمیتͬ) یا (هرمیتͬ مثبت معین ماتریس ͷی P اگر (۲

است. غیرهرمیتͬ) یا (هرمیتͬ مثبت معین نیمه ماتریس ͷی A∗PA

مثبت معین نیمه ماتریس ͷی P۱ + P۲ ماتریس آنگاه باشند، مثبت معین نیمه ماتریس دو P۲ و P۱ اگر (۳

مثبت معین نیز آنها مجموع ماتریس آنگاه باشد، مثبت معین ماتریس دو این از ͬͺی اگر بەعلاوه و است
بود. خواهد

باشند، کج هرمیتͬ و مثبت معین ماتریس های ترتیب به S و P و هرمیتͬ مثبت معین ،A ∈ Cn×n اگر (۴

هستند. کج هرمیتͬ و مثبت معین ترتیب به A ۱
۲SA

۱
۲ و A ۱

۲PA
۱
۲ ماتریس های آنگاه

A ∈ ماتریس برد فضای و پوچ فضای ͬ دهیم. م نشان σ(A) با را A ماتریس ویژه مقادیر مجموعەی
صورت به ͬ دهند، م نشان range(A) و nuⅼ(A) نمادهای با که را Cm×n

range(A) = {Ax : x ∈ Cn},

null(A) = {x ∈ Cn : Ax = ۰}.

ͬ کنند. م تعریف

اگر و nul(A) ⊆ nul(A+A∗) آنگاه باشد، مثبت معین نیمه A اگر .A ∈ Cn×n کنید فرض .۳ .۱ تبصره
.range(A) = Cm و nul(A) = {۰} داریم باشد، نامنفرد A

وجود x ∈ Cn مانند آن با متناظر ناصفری بردار و λ ∈ C مانند عددی اگر .A ∈ Cn×n کنید فرض
گویند. آن با متناظر ویژەی بردار را x و A ماتریس ویژەی مقدار ͷی را λ آنگاه ،Ax = λx که باشد داشته
ممͺن که ͬ باشد م ویژه مقدار n دارای n× n ماتریس هر نامند. A ماتریس ویژەی زوج ͷی را (λ, x) زوج
ͬ شود. م گفته ویژه مقدار آن جبری تکرار ویژه، مقدار هر تکرار مرتبەی به باشند. تکراری آنها از بعضͬ است

گویند. A ماتریس تکین مقدار ͷی ،A∗A ماتریس از ویژه مقدار هر جذر به
1Upper Hessenberg 2Lower Hessenberg
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صورت به ͬ شود، م داده نشان ρ(A) با که را A ماتریس طیفͬ شعاع

ρ(A) = max{|λ| : λ ∈ σ(A)},

صورت به ͬ شود، م داده نشان ν(A) با که A ماتریس ویژه طیفͬ شعاع بەعلاوه ͬ شود. م تعریف

ν(A) = max{|λ| : λ ∈ σ(A), λ ̸= ۱},

بود. خواهد

باشد. نداشته صفر ویژەی مقدار اگر تنها و اگر است نامنفرد A ماتریس (۱ .۴ .۱ تبصره

هستند. حقیقͬ هرمیتͬ، ماتریس های ویژەی مقادیر (۲

ͬ باشند. م (نامنفͬ) مثبت هرمیتͬ)، مثبت معین (نیمه هرمیتͬ مثبت معین ماتریس های ویژەی مقادیر (۳

ͬ باشد. م (نامنفͬ) مثبت ،( مثبت معین (نیمه مثبت معین ماتریس های از ویژه مقدار هر حقیقͬ قسمت (۴

هستند. محض موهومͬ یا صفر (پادمتقارن)، کج هرمیتͬ ماتریس های ویژەی مقادیر (۵

.λ+ α ∈ σ(A+ αI) آنگاه ،λ ∈ σ(A) اگر (۶

باشند. هرمیتͬ مثبت معین و کج هرمیتͬ مثبت، معین نیمەی ماتریس های ترتیب به Σ و S ،P کنید فرض (۷

این نتیجه در و است مثبت S + Σ و P + Σ ماتریس های ویژەی مقادیر حقیقͬ قسمت صورت این در
نامنفردند. ماتریس دو

.σ(AB) = σ(BA) داریم ،A,B ∈ Cn×n هر ازای به (۸

A ماتریس ویژەی بردار ͷی نیز x از مضربی هر آنگاه باشد، A ماتریس ویژەی بردار ͷی x ̸= ۰ اگر (۹

آن نرم اندازه که ͬ آید م دست به A از ویژەای بردار خود، نرم مقدار بر بردار این تقسیم با نتیجه در است.
است. ۱ برابر

صورت، این در .A ∈ Cm×n و باشد Cn روی برداری نرم ͷی ∥·∥∗ کنید فرض طبیعͬ) (نرم .۵ .۱ تعریف
ͬ شود م تعریف زیر صورت به برداری نرم این به متناظر طبیعͬ نرم

∥A∥∗ = max
∥x∥∗ ̸=۰

∥Ax∥∗
∥x∥∗

= max
∥x∥∗=۱

∥Ax∥∗.

است. برقرار آن به وابستەی برداری نرم و ∥·∥∗ طبیعͬ نرم هر برای زیر روابط .۶ .۱ تبصره

داریم ،x ∈ Cn بردار و A ∈ Cn×n ماتریس هر برای (۱

∥Ax∥∗ ≤ ∥A∥∗∥x∥∗.
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داشت خواهیم نتیجه در و |λ| ≤ ∥A∥∗ صورت این در باشد. A ماتریس ویژەی مقدار ͷی λ کنید فرض (۲

.ρ(A) ≤ ∥A∥∗

ͬ دهیم، م نشان ∥x∥۲ با که را x = [x۱, x۲, . . . , xn]
T بردار (اقلیدسͬ) طیفͬ نرم x ∈ Cn هر ازای به

صورت به
∥x∥۲ =

√
x۲

۱ + x۲
۲ + · · ·+ x۲

n,

∥A∥۲ با را A ماتریس (اقلیدسͬ) طیفͬ نرم ،A ∈ Cn×n هر ازای به نرم، این با متناظر ͬ شود. م تعریف
صورت به که داده نشان

∥A∥۲ = max
∥x∥۲ ̸=۰

∥Ax∥۲

∥x∥۲
= max

∥x∥۲=۱
∥Ax∥۲ ,

ͬ شود. م تعریف

.۷ .۱ قضیه

است. برقرار طیفͬ نرم برای زیر روابط

داریم: x ∈ Cn و A,B ∈ Cn×n هر برای (۱

∥Ax∥۲ ≤ ∥A∥۲ ∥x∥۲ , ∥AB∥۲ ≤ ∥A∥۲ ∥B∥۲ .

داریم: A ماتریس هر برای (۲

ρ(A) ≤ ∥A∥۲ , ∥A∥۲ =
√

ρ(A∗A) = σmax(A),

است. A ماتریس تکین مقدار بزرگ ترین σmax(A) آن در که

.∥U∥۲ = ۱ آنگاه باشد، یͺانͬ ماتریس ͷی U اگر (۳

.∥AU∥۲ = ∥UA∥۲ = ∥A∥۲ داریم U یͺانͬ و A ماتریس هر برای (۴

یͺانͬ (αI − S)(αI + S)−۱ ماتریس آنگاه باشد، α > ۰ و کج هرمیتͬ S ∈ Cn×n ماتریس اگر (۵
نتیجه در و αI)∥∥است − S)(αI + S)−۱∥∥

۲ = ۱.

.∥A∥۲ = ρ(A) آنگاه باشد، نرمال A اگر (۶

λmax(A) و λmin(A) آن در که ،∥A∥۲ = max{|λmax(A)|, |λmin(A)|} آنگاه باشد، هرمیتͬ A اگر (۷
ͬ باشند. م A ماتریس ویژەی مقدار بزرگ ترین و کوچͷ ترین ترتیب به

ویژەی مقدار بزرگ ترین λmax(A) آن در که ،∥A∥۲ = λmax(A) آنگاه باشد، هرمیتͬ مثبت معین A اگر (۸
است. A ماتریس

شود. مراجعه [۸۸ ،۵۲] به اثبات.
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هرمیتͬ ماتریس ویژه مقادیر λn ≤ λn−۱ ≤ · · · ≤ λ۲ ≤ λ۱ کنید فرض ریلͬ⁃ریتز) (قضیەی .۸ .۱ قضیه
و λn ≤ x∗Ax

x∗x
≤ λ۱ داریم x ∈ Cn هر برای آنگاه باشند. A ∈ Cn×n

λn = min
x ̸=۰

x∗Ax

x∗x
= min

∥x∥۲=۱
x∗Ax, λ۱ = max

x ̸=۰

x∗Ax

x∗x
= max

∥x∥۲=۱
x∗Ax.

شود. مراجعه [۵۲] به اثبات.

است تابعͬ ،V روی داخلͬ ضرب ͷی باشد. F میدان روی برداری فضای ͷی V کنید فرض .۹ .۱ تعریف
شرایط در که به طوری ͬ دهد م نسبت را F در (x, y) مثل اسͺالر ͷی V در y و x بردارهای از زوج هر به که

کند: صدق زیر

x؛ = ۰ اگر تنها و اگر (x, x) = ۰ بەعلاوه .(x, x) ≥ ۰ و باشد حقیقͬ (x, x) (۱

,x)؛ αy) = α(x, y) ،α ∈ F هر برای (۲

,x)؛ y + z) = (x, y) + (x, z) هر برای (۳

.(x, y) = (y, x) (۴

ͬ نامند. م داخلͬ ضرب فضای ͷی را باشد شده تعریف آن روی داخلͬ ضرب ͷی که برداری فضای هر
این در باشد. V روی داخلͬ ضرب ͷی (·, ·) و F میدان روی داخلͬ ضرب فضای ͷی V کنید فرض

دهیم قرار ،x ∈ V هر ازای به اگر صورت،

∥x∥۲ =
√

(x, x),

ͬ کند. م تعریف V روی نرم ͷی ∥·∥ آنگاه

هرگاه عمودند، هم بر (·, ·) داخلͬ ضرب با V داخلͬ ضرب فضای ͷی در y و x بردار دو .۱۰ .۱ تعریف
ͬ دهند. م نشان x ⊥ y با را تعامد این .(x, y) = ۰

هرگاه ͬ نامند، م یͺامتعامد۱ مجموعەی ͷی را B = {u۱, u۲, . . . , un} بردارهای مجموعەی .۱۱ .۱ تعریف
دیͽر عبارت به .ui ⊥ uj باشیم داشته ،i ̸= j شرط با j و i هر ازای به و ∥ui∥۲ = ۱ ،i هر ازای به

(ui, uj) =

{
۱, i = j,

۰, i ̸= j.

P مثل نامنفرد ماتریس ͷی هرگاه گویند، متشابه را B ∈ Cn×n و A ∈ Cn×n ماتریس های .۱۲ .۱ تعریف
ماتریس با A ماتریس ͬ گوییم م باشد، یͺانͬ P ماتریس اگر .P−۱BP = A که طوری به باشد داشته وجود

است. متشابه یͺانͬ طور به B

مانند بالامثلثͬ ماتریس ͷی A ∈ Cn×n ماتریس هر ازای به ماتریس) ͷی شور۲ (شͺل .۱۳ .۱ قضیه
که طوری به دارد وجود U ∈ Cn×n مانند یͺانͬ ماتریس ͷی و T ∈ Cn×n

1Orthonormal 2Schur
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U∗AU = T =


λ۱ ∗ . . . . . . ∗

λ۲
. . . ...
. . . . . . ...

. . . ∗
λn

 ,

شور شͺل را T ماتریس ͬ باشند. م ( متمایز لزوماً (نه A ویژەی مقادیر i = ۱, ۲, ۳, . . . , n ،λi آن در که
ͬ گویند. م A ماتریس

است. متشابه بالامثلثͬ ماتریس ͷی با یͺانͬ صورت به A ∈ Cn×n ماتریس هر بنابراین

داشت. خواهیم را زیر نتایج ماتریس ͷی شور شͺل به توجه با .۱۴ .۱ تبصره

Λ ∈ Cn×n قطری ماتریس ͷی با یͺانͬ صورت به اگر تنها و اگر است، نرمال N ∈ Cn×n ماتریس (۱

هستند. N ماتریس ویژەی مقادیر Λ ماتریس قطری عناصر باشد. متشابه

هستند. متشابه قطری ماتریس ͷی با یͺانͬ بەصورت متقارن، و هرمیتͬ ماتریس های (۲

هستند. متشابه قطری ماتریس ͷی با یͺانͬ بەصورت پادمتقارن، و کج هرمیتͬ ماتریس های (۳

این در باشد. A ∈ Cn×n ماتریس مشخصەی چند جملەای χ کنید فرض ( (کیلͬ⁃همیلتون .۱۵ .۱ قضیه
.χ(A) = ۰ صورت،

شود. مراجعه [۸۷] به اثبات.

کوچͷ ترین با q مثل تکین چند جملەای ͷی A مینیمال چند جملەای .A ∈ Cn×n کنید فرض .۱۶ .۱ تعریف
.q(A) = ۰ که طوری به است ممͺن درجە

هستند. A ماتریس ویژەی مقادیر برابر A ماتریس مشخصەی چندجملەای ریشەهای (۱ .۱۷ .۱ تبصره

چندجملەای ریشەهای نتیجه در و ͬ کند م عاد را آن مشخصەی چندجملەای A ماتریس مینیمال چندجملەای (۲

هستند. A ماتریس ویژەی مقادیر نیز، A ماتریس مینیمال

متعامد ماتریس های صورت، این در .A ∈ Cm×n کنید فرض ( تکین۱ مقدار تجزیەی ) .۱۸ .۱ قضیه
ماتریس و V ∈ Cn×n و U ∈ Cm×m

Σ =

[
Dr ۰

۰ ۰

]
∈ Cm×n, Dr = daigr{σ۱, . . . , σr},

ماتریس تکین مقادیر ها σi .σ۱ ≥ σ۲ ≥ . . . ≥ σr > ۰ آن در که ،A = UΣV ∗ که طوری به دارند وجود
را V = (v۱, . . . , vn) ماتریس ستون های و A چپ تکین بردارهای را U = (u۱, . . . , um) ستون های ،A

ͬ نامند. م A راست تکین بردارهای

شود. مراجعه [۸۸] به : اثبات
1Singular value decomposition
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ͬ گویند. م ماتریس آن رتبەی را ماتریس ͷی خطͬ مستقل سطرهای یا ستون ها تعداد حداکثر .۱۹ .۱ تعریف
هرگاه گویند، کامل۱ رتبه را B ∈ Cm×n ماتریس ͬ دهیم. م نشان Rank(A) با را A ماتریس رتبەی

Rank(B) = min{m,n}.

است. برقرار زیر روابط کامل رتبه ماتریس های برای .۲۰ .۱ تبصره

است. وارون پذیر BB∗ ماتریس آنگاه باشد، کامل رتبه ،(m ≤ n) ،B ∈ Cm×n اگر (۱

.x = ۰ اگر تنها و اگر B∗x = ۰ آنگاه باشد، کامل رتبه ،(m ≤ n) ،B ∈ Cm×n اگر (۲

باشد. وارون پذیر اگر تنها و اگر است کامل رتبه مربعͬ ماتریس هر (۳

آنگاه باشد، کامل رتبه ماتریس ͷی ،(m ≤ n) ،B ∈ Cm×n و وارون پذیر ماتریس ͷی A ∈ Cn×n اگر (۴

است. وارون پذیر ماتریس ͷی AB∗ ماتریس

ماتریس ͷی A اگر صورت این در باشد. کامل رتبه ماتریس ͷی ،(m ≤ n) ،B ∈ Cm×n کنید فرض (۵

نیمه ماتریس ͷی A اگر و است مثبت معین ماتریس ͷی نیز BAB∗ ماتریس آنگاه باشد، مثبت معین
ͬ باشد. م مثبت معین نیمه ماتریس ͷی نیز BAB∗ ماتریس آنگاه باشد، مثبت معین

خطͬ معادلات دستگاه پیش شرط سازی و شرطͬ عدد ۲ .۱

در تغییری کوچͷ ترین با و ͬ باشند م حساس بسیار خود ورودی دادەهای به نسبت که دارند وجود مسائلͬ
ͷکوچ نسبی خطای ͷی عبارتͬ، به ͬ آید. م پدید مسائل این دقیق جواب در بزرگͬ تغییرات ورودی، دادەهای
به مسأله، از خاصیت این ͬ شود. م مسأله جواب در بزرگͬ نسبی خطای باعث مسأله، ورودی دادەهای در
را مسائلͬ چنین ͬ باشد. م مسأله آن حل برای بەکارگیری الͽوریتم از مستقل و دارد ارتباط مسأله خود ماهیت
ͬ شود. م نامیده شرط خوش یا حالت خوش مسأله صورت این غیر در ͬ گویند. م بدشرط یا بدحالت مسائل
تضمینͬ شود، استفاده بدحالت مسألەی ͷی حل برای که الͽوریتمͬ هر از مختلف، خطاهای وجود دلیل به
قبولͬ قابل غیر جواب الͽوریتم است، ممͺن و ندارد وجود الͽوریتم آن از آمده دست به جواب درستͬ برای
که ͬ شود م داده نسبت شرطͬ عدد یا حالت عدد عنوان به مسأله، هر به عددی عددی، خطͬ جبر در دهد. ارائه
سازگار خطͬ معادلات دستگاه حل برای عدد، این ͬ باشد. م مسأله آن بدحالتͬ یا حالتͬ خوش دهندەی نشان

Ax = b, (۱ .۱)

صورت به باشد، نامنفرد A ماتریس اگر ،Cn×n روی ∥ · ∥ نرم هر ازای به که ͬ شود م داده نشان cond(A) با
آن در که ،cond(A) = ∥A∥∥A†∥ صورت به باشد، منفرد A ماتریس اگر و cond(A) = ∥A∥∥A−۱∥
به حالت عدد از رساله، این در ͬ شود. م تعریف ببینید)، را [۸۸] ) ͬ باشد م A ماتریس یافتەی تعمیم وارون A†

cond(A) = ∥A∥۲ ∥A−۱∥۲ مقدار حالت، عدد از ما منظور بنابراین ͬ کنیم. م استفاده طیفͬ نرم از آمده دست
ͬ باشد. م

1Full rank
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است. برقرار حالت عدد برای زیر خواص [۴۱] .۲۱ .۱ قضیه

باشد، ∥AB∥ ≤ ∥A∥∥B∥ خاصیت دارای که ،Cn×n در ∥ · ∥ نرم هر برای ماتریس هر حالت عدد (۱
. است ۱ مساوی یا بزرگتر

.cond(A) = ۱ ،A یͺانͬ ماتریس هر برای (۲

تکین مقادیر بزرگ ترین و کوچͷ ترین ترتیب به σmax(A) و σmin(A) آن در که cond(A) = σmax(A)
σmin(A)

(۳
هستند. A نامنفرد ماتریس

.|λn| = min{|λi| : λi ∈ σ(A)} آن در که ،cond(A) ≥ ρ(A)
|λn| ،A نامنفرد ماتریس برای (۴

.cond(AB) ≤ cond(A)cond(B) (۵

. cond(AT ) = cond(A), cond(AAT ) = cond(A)۲, cond(αA) = cond(A) (۶

باشد. شده محاسبه (۱ .۱) خطͬ معادلات دستگاه برای x̂ مانند جوابی الͽوریتم، ͷی توسط کنید فرض
معمولا که آنجا از اما نمود. محاسبه را آمده دست به جواب نسبی خطای ͬ توان م جواب، این دقت تعیین برای
و ͬ باشد، م r = b − Ax صورت به که مانده، بردار مقدار از ͬ توان م ͬ باشد، نم دست در دستگاه جواب
است ممͺن عمل، در اما کرد. استفاده جواب دقت تعیین برای ،δ = ∥r∥/∥b∥ نسبی خطای محاسبەی
عنوان به باشد. داشته زیادی اختلاف مسأله اصلͬ جواب با x̂ اما باشد، ͷکوچ x̂ بردار برای مانده مقدار

با را (۱ .۱) خطͬ معادلات دستگاه مثال،

A =

[
۱٫۰۰۰۱ ۱

۱ ۱

]
,

[
۲٫۰۰۰۱

۲

]
, (۲ .۱)

زیرا ͬ باشد، م دستگاه این جواب برای خوبی تقریب ،x = [۰; ۲] بردار که دید ͬ توان م بͽیرید. نظر در
بردار یعنͬ مسأله، دقیق جواب با جواب این اما است. ͬͺکوچ مقدار r = b − Ax̂ = [۰٫۰۰۰۱; ۰]

دقت برای خوبی معیار ͬ تواند نم مانده، نرم نسبت بودن ͷکوچ رو این از دارد. زیادی اختلاف ،x = [۱; ۱]

ͬ شود. م مشخص مانده قضیەی توسط آمده، دست به جواب دقت میزان باشد. آمده دست به جواب

مقدار این برای تقریبی x̂ و (۱ .۱) دستگاه اصلͬ جواب x کنید فرض مانده) [۴۱](قضیەی .۲۲ .۱ قضیه
صورت این در باشد.

∥x− x̂∥۲

∥x∥۲
≤ cond(A)

∥b− Ax̂∥۲

∥b∥۲
. (۳ .۱)

دستگاه ضرایب ماتریس شرطͬ عدد بلͺه مانده، نرم نسبت تنها نه جواب، دقت میزان تعیین در رو این از
بردار ماندەی مقدار آنگاه باشد، بزرگ دستگاه ضرایب ماتریس شرطͬ عدد اگر بنابراین، است. تاثیرگذار نیز
با باشد. زیاد بسیار ͬ تواند م اصلͬ جواب با آمده دست به جواب اختلاف باشد، ͷکوچ که هم اندازه هر ،x̂
نسبت شرطͬ، عدد بر علاوه که باشد بدتر ͬ تواند م زمانͬ آمده دست به جواب دقت ،(۳ .۱) رابطه به توجه
cond(A) = ۱۰۹ ،∥r∥۲ = ∥b− Ax̂∥۲ < ۱۰−۸ اگر مثال، بعنوان باشد. بزرگͬ عدد هم ∥x∥۲/∥b∥۲
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جواب دقت اگر بنابراین، است. بزرگͬ بسیار عدد که ∥x− x̂∥۲ < ۱۰۵ آنگاه ،∥x∥۲/∥b∥۲ = ۱۰۴ و
برای و داشت توجه ∥x∥۲/∥b∥۲ نسبت و شرطͬ عدد به باید باشد، مهم تکراری روش ͷی از آمده دست به

گرفت. نظر در مقادیر این برای کرانͬ با متناسب را توقف شرط مطلوب، دقت به یافتن دست
شرطͬ عدد دارای که نمود حل (۱ .۱) دستگاه معادل را دستگاهͬ ͬ توان م جواب، دقت افزایش برای البته

که آنجا از باشد. اصلͬ دستگاه به نسبت کوچͺتری

cond(A) = ∥A∥۲

∥∥A−۱∥∥
۲ =

σmax(A)

σmin(A)
, (۴ .۱)

هستند، A نامنفرد ماتریس تکین مقدار بزرگ ترین و کوچͷ ترین ترتیب به σmax(A) و σmin(A) آن در که
تحقق آن، مقدار کوچͷ ترین افزایش بخصوص، و ضرایب، ماتریس تکین مقادیر دادن تغییر با ͬ تواند م امر این

یابد.
حالت خوش را آن A ماتریس در P مانند وارون پذیر ماتریس ͷی وارون ضرب با ͬ توان م منظور، بدین

صورت به (۱ .۱) دستگاه با معادل دستگاەهای از ͬͺی و کرد

P−۱Ax = c, c = P−۱b, (۵ .۱)

AP−۱y = b, y = Px, (۶ .۱)

دستگاه در P ماتریس به ͬ گویند. م شده پیش شرط  سازی دستگاه را بالا دستگاه دو از ͷی هر نمود. حل را
پیش شرط ساز را آن دو هر در و گویند راست پیش شرط ساز ،(۶ .۱) دستگاه در و چپ پیش شرط ساز ،(۵ .۱)
پیش شرط سازی دستگاه را (۶ .۱) دستگاه و چپ از شده پیش شرط سازی دستگاه را (۵ .۱) دستگاه ͬ نامند. م

ͬ گویند. م شده پیش شرط سازی دستگاه را دستگاه دو این از ͷی هر و ͬ نامند م راست سمت از شده
دستگاه این حل جای به آنگاه باشد، مثبت معین نیمه (۱ .۱) دستگاه ضرایب ماتریس اگر کنید دقت البته

دستگاه ͬ توان م

(A+ αI)x = b, α ≈ ۰, (۷ .۱)

حالت این در زیرا ͬ باشد. م (۱ .۱) دستگاه به نسبت بهتری حالت عدد دارای که نمود. حل را

σ۲
min(A+ αI) = λmin ((A+ αI)∗(A+ αI))

= λmin(A
∗A+ α(A+ A∗) + α۲I)

≥ λmin(A
∗A) + αλmin(A

∗ + A) + α۲

= σ۲
min(A) + αλmin(A

∗ + A) + α۲.

.σ۲
min(A+αI) > σ۲

min(A) ͬ دهد م نتیجه که λmin(A
∗+A) > ۰ پس است، مثبت ماتریسAمعین چون

تاثیر ͬ توان م چپ، در اختلال تاثیر قضیەی از استفاده با ͬ یابد. م افزایش دستگاه، تکین مقدار کوچͺترین لذا
نمود. مشاهده آمده دست به جواب دقت روی بر را α پارامتر

∆A اگر .b ̸= ۰ و نامنفرد A کنید فرض چپ) در اختلال تاثیر (قضیەی [۲۳ .۴ قضیه ،۴۱] .۲۳ .۱ قضیه
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آنگاه .∥∆A∥۲ ≤
۱

∥A−۱∥۲
و (۱ .۱) خطͬ معادلات دستگاه در x و A اختلال های میزان ترتیب به ،δ(x) و

∥δ(x)∥۲

∥x∥۲
≤

cond(A)
∥∆A∥۲
∥A∥۲

۱− cond(A)
∥∆A∥۲
∥A∥۲

.

داریم روش این در بنابراین

∥x− x̂∥۲

∥x∥۲
≤

cond(A) α
∥A∥۲

۱− cond(A) α
∥A∥۲

=
∥A−۱∥۲ α

۱− ∥A−۱∥۲ α
,

جواب به ،(۷ .۱) دستگاه از آمده دست به جواب آنگاه باشد، ͬͺکوچ عدد ∥A−۱∥۲ α اگر ͬ دهد م نتیجه که
بود. خواهد ͷنزدی ،(۱ .۱) دستگاه

ایستا تکراری روش های ۳ .۱

ͬ کنیم. م معرفͬ خطͬ معادلات دستگاه ͷی حل برای را ایستا تکراری روش ͷی کلͬ شͺل بخش این در
است. نامنفرد M آن در که ͬ گیریم م نظر در A = M − N صورت به A ماتریس برای شͺافت۱ ͷی

صورت به را (۱ .۱) دستگاه ابتدا
(M −N)x = b,

صورت به سپس و
x = M−۱Nx+M−۱b,

دنبالەی اخیر، رابطەی از استفاده با صورت، این در .f = M−۱b و G = M−۱N ͬ دهیم م قرار ͬ نویسیم. م
تکراری

x(k+۱) = Gx(k) + f, (۸ .۱)

و روش تکرار ماتریس را G فوق رابطەی در است. دلخواه اولیەی حدس ͷی x(۰) آن در که ͬ کنیم م تولید را
ͬ گویند. م A = M −N شͺافت به وابسته تکراری روش را روش این

این اگر ولͬ یͺتاست. (۱ .۱) دستگاه جواب آنگاه باشد، نامنفرد A ماتریس اگر باشید، داشته توجه
تولید تکراری دنبالەی باشد، نامنفرد A ماتریس اگر دارد. جواب بینهایت دستگاه این باشد، منفرد ماتریس
معادلات دستگاه جواب تنها به x(۰) اولیەی بردار ͷی ازای به اگر گوییم، همͽرا را (۸ .۱) رابطەی توسط شده
گوییم، همͽرا نیمه را شده تولید تکراری دنبالەی آنگاه باشد، منفرد A ماتریس اگر شود. همͽرا (۱ .۱) خطͬ

گردد. همͽرا (۱ .۱) دستگاه های جواب از ͬͺی به ،x(۰) بردار ͷی ازای به دنباله این هرگاه
ͬ کند. م بیان را ایستا روش ͷی همͽرایی نیمه یا همͽرایی برای کافͬ و لازم شرط زیر قضایای

در .f = M−۱b و G = M−۱N باشد، A از شͺافت ͷی A = M − N کنید فرض .۲۴ .۱ قضیه
این صورت

1Splitting
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همͽراست Ax = b دستگاه جواب به x(۰) اولیەی حدس هر ازای به x(k+۱) = Gx(k)+f تکراری روند (۱
.ρ(G) < ۱ یعنͬ باشد، ͷی از کمتر تکرار ماتریس طیفͬ شعاع اگر تنها و اگر

نیمه Ax = b دستگاه جواب ͷی به x(۰) اولیەی حدس هر ازای به x(k+۱) = Gx(k) + f تکراری روند (۲
اگر تنها و اگر همͽراست،

.ν(G) < ۱ یعنͬ باشد، ͷی از کمتر تکرار ماتریس ویژەی طیفͬ شعاع (آ)

.nul((M−۱A)۲) = nul(M−۱A) با است معادل که Rank(I −G)۲ = Rank(I −G) (ب)

شود. مراجعه [۸۸] به اثبات.

اگر تنها و اگر همͽراست (۸ .۱) تکراری روند که ͬ بینیم م قبل قضیەی به با توجه

ρ(M−۱N) < ۱.

(۱, ۰) مرکز به دایرەای درون M−۱A ویژەی مقادیر اگر تنها و اگر همͽراست (۸ .۱) تکراری روند همچنین،
شده خوشه (۱, ۰) نقطەی حول دایره این درون در ویژه مقادیر اصطلاح به یا باشند، داشته قرار ۱ شعاع به و
آنگاه باشند، شده خوشه بهتر (۱, ۰) نقطەی حول M−۱A ماتریس ویژەی مقادیر هرچه این، بر علاوه باشند.
شود انتخاب طوری باید M پیش شرط ساز ماتریس که ͬ دهد م نشان امر این بود. خواهد سریع تر همͽرایی
آنگاه شود، اختیار M = A اگر حالت بهترین در شوند. خوشه (۱, ۰) نقطه حول M−۱A ویژەی مقادیر که

و بود خواهند ۱ با برابر M−۱A ویژەی مقادیر تمام و M−۱A = I داشت خواهیم

G = M−۱N = I −M−۱A = ۰.

سریع ترین روش، و بود خواهد صفر با برابر تکرار ماتریس ویژەی مقادیر تمام که ͬ دهد م نشان رابطه این
صرفه به مقرون A−۱ محاسبەی بزرگ، ماتریس های برای عمل در اما داشت. خواهد را ممͺن همͽرایی

ͬ شود. م گرفته در نظر A از تقریب ͷی M ماتریس بنابراین نیست.

کرایلف زیرفضای بر مبتنͬ روش های معرفͬ ۴ .۱

معرفͬ نیز را مزدوج گرادیان تکراری روش یافته، تعمیم مینیمال مانده تکراری روش معرفͬ ضمن فصل این در
ͬ کنیم. م

(GMRES) تعمیم یافته مینیمال ماندەی الͽوریتم ۱ .۴ .۱

برای کرایلف زیرفضای بر مبتنͬ روش های جمله از و غیرایستا تکراری روش های ازجمله GMRES روش
خطͬ معادلات دستگاه حل

Ax = b, (۹ .۱)
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ماتریس که دستگاهͬ برای روش این شد. معرفͬ [۶۵] در شولتز و سعد توسط ۱۹۸۶ سال در که ͬ باشد م
که بͽیرید نظر در را (۹ .۱) خطͬ معادلات دستگاه است. استفاده قابل باشد دلخواه ماتریس ͷی آن ضرایب
A ماتریس مشخصەی چند جملەای p کنید فرض .b, x ∈ Rn و است نامنفرد A ∈ Rn×n ماتریس آن در

اگر بنابراین .p(A) = ۰ داریم ،۱۵ .۱ کیلͬ⁃همیلتون قضیەی به بنا باشد.

p(x) = xn + an−۱x
n−۱ + · · ·+ a۱x+ a۰,

آنگاه
An + an−۱A

n−۱ + · · ·+ a۱A+ a۰I = ۰.

لذا .(−۱)na۰ = det(A) ̸= ۰ داریم است، نامنفرد A اینکه از

A−۱ = − ۱
a۰

(
An−۱ + an−۱A

n−۲ + · · ·+ a۱I
)
= qn−۱(A), (۱۰ .۱)

آن در که
qn−۱(x) = −

۱
a۰

(
xn−۱ + an−۱x

n−۲ + · · ·+ a۱
)
.

آنگاه باشد، (۹ .۱) دستگاه واقعͬ جواب x∗ اگر رو، این  از

x∗ = qn−۱(A)b ∈ span{b, Ab, . . . , An−۱b}. (۱۱ .۱)

و A ∈ Rn×n ماتریس توسط شده تولید m⁃بعدی کرایلف زیرفضای ،m ∈ N هر ازای به .۲۵ .۱ تعریف
صورت به ،υ ∈ Rn بردار

Km(A, υ) = span{υ,Aυ, . . . , Am−۱υ},

ͬ شود. م تعریف

این ͬ توان م x∗ محاسبەی برای بنابراین .x∗ ∈ Kn(A, b) که ͬ بینیم م ،(۱۱ .۱) رابطەی به توجه با حال
در باشد. (۹ .۱) دستگاه جواب برای اولیه حدس ͷی x۰ کنید فرض کرد. جستجو Kn(A, b) در را بردار

داریم صورت، این
Ax− Ax۰ = b− Ax۰.

با معادل (۹ .۱) دستگاه ،x− x۰ = δ و r۰ = b− Ax۰ فرض با

Aδ = r۰, (۱۲ .۱)

x = صورت به (۹ .۱) دستگاه واقعͬ جواب آنگاه شود، محاسبه (۱۲ .۱) معادله از δ اگر لذا، بود. خواهد
بسیار جستجو این n بزرگ مقادیر ازای به اما .δ ∈ Kn(A, r۰) دیدیم که طور همان بود. خواهد x۰ + δ

m ͷی کار، این برای کنیم. محاسبه دستگاه برای تقریبی جواب ͷی ͬ کنیم م سعͬ بنابراین است. پرهزینه
جستجو Km(A, r۰) در δm مثل تقریبی جواب ͷی و شده انتخاب (۵۰ مساوی یا کمتر (معمولا˟ ͷکوچ



صورت به تقریبی جواب ͷی دنبال به یعنͬ، این ͬ گردد. م

xm = x۰ + δm ∈ x۰ +Km(A, r۰), (۱۳ .۱)

که طوری به ͬ کنیم م جستجو GⅯRES الͽوریتم در را برداری چنین بنابراین هستیم.

∥b− Axm∥۲ = min
x=x۰+δ ∈ x۰+Km(A,r۰)

∥b− Ax∥۲ . (۱۴ .۱)

مطالعه را Km(A, r۰) کرایلف فضای خواص از بعضͬ ابتدا δm ∈ Km(A, r۰) بردار محاسبەی برای
وجود i = ۰, ۱, . . . ,m ،αi ∈ R مثل اعدادی صورت، این در .w ∈ Km(A, r۰) کنید فرض ͬ کنیم. م

که طوری به دارند

w = α۰r۰ + α۱Ar۰ + · · ·+ αm−۱A
m−۱r۰ = qm−۱(A)r۰,

آن در که
qm−۱(x) = α۰ + α۱x+ · · ·+ αm−۱x

m−۱.

موجود qm−۱ مثل m− ۱ درجە از حداکثر چندجملەای، ͷی اگر تنها و اگر w ∈ Km(A, r۰) رو، این از
.w = qm−۱(A)r۰ که طوری به باشد

خواهیم k ≥ j هر ازای به آنگاه ،Ajr۰ ∈ Kj(A, r۰) باشیم داشته j ≥ ۱ ͷی ازای به اگر .۲۶ .۱ لم
.Akr۰ ∈ Kj(A, r۰) داشت

شود. مراجعه [۸۷] به اثبات.

چندجملەای ͷیA به نسبت υ بردار مینیمال چندجملەای .υ ∈ Rn Aو ∈ Rn×n کنید فرض تعریف۱. ۲۷.
نسبت υ بردار مینیمال چندجملەای درجەی .p(A)υ = ۰ که طوری به است درجه کوچͷ ترین با p تکین

ͬ دهند. م نشان gradeA(υ) با و ͬ شود م نامیده A به نسبت υ بردار درجه ،A ماتریس به

لذا، .p(A)υ = ۰ رو، این از و p(A) = ۰ آنگاه باشد، A مینیمال چندجملەای p اگر

gradeA(υ) ≤ deg(p) ≤ n.

µ = یعنͬ ،υ بردار درجه اگر تنها و اگر است m برابر Km(A, υ) کرایلف زیرفضای بعد .۲۸ .۱ قضیه
دیͽر عبارت به نباشد. m از کوچͺتر ،gradeA(υ)

dim(Km(A, υ)) = m ⇐⇒ gradeA(υ) ≥ m.

رو، این از
dim(Km(A, υ)) = min{m, gradeA(υ)}.

شود. مراجعه [۸۷] به اثبات.
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از کار، این برای ͬ یابیم. م Km(A, r۰) برای یͺامتعامد پایەی ͷی δm ∈ Km(A, r۰) محاسبەی برای
الͽوریتم صورت به را گرام⁃اشمیت آرنولدی الͽوریتم بنابراین ͬ کنیم. م استفاده ،[۸۸] گرام⁃اشمیت الͽوریتم

ͬ نویسیم. م ۱ .۱

آرنولدی گرام⁃اشمیت روش الͽوریتم ۱ .۱ الͽوریتم
υ۱ = r۰/β و β = ∥r۰∥۲ دهید قرار (۱

کنید: تکرار را زیر روند ،j = ۱, ۲, . . . ,m برای (۲

کنید. محاسبه i = ۱, ۲, . . . , j ازای به را hij = (Aυj, υi) مقادیر (آ)

. کنید محاسبه را wj = Aυj −
j∑

i=۱

hijυi مقدار (ب)

hj+۱,j := ∥wj∥۲ (ج)

کنید. توقف ،hj+۱,j = ۰ اگر (د)
.υj+۱ := wj/ ∥wj∥۲ (ه)

hij درایەهای با (m + ۱) × m بالاهسنبرگͬ ماتریس و Vm = (υ۱, υ۲, . . . , υm) اگر .۲۹ .۱ قضیه
دهیم، نشان Hm با را Hm آخر سطر حذف از حاصل ماتریس و Hm با را ،۱ .۱ الͽوریتم در شده تعریف

روابط آنگاه

AVm = VmHm + wme
T
m

= Vm+۱Hm,

V T
mAVm = Hm,

.Vm+۱ = (Vm, υm+۱) آن در که قرارند، بر

شود. مراجعه [۸۷] به اثبات.

داریم ۱ .۱ الͽوریتم از wj = Aυj −
j∑

i=۱

hijυi به توجه با صورت، این در .hj+۱,j = ۰ کنید فرض

Aυj −
j∑

i=۱

hijυi = ۰, (۱۵ .۱)

یعنͬ

Aυj =

j∑
i=۱

hijυi.

لذا است. وابسته {υ۱, υ۲, . . . , υj} بردارهای مجموعه به Ajr۰ بردار که ͬ دهد م نشان رابطه این

x∗ ∈ x۰ +Kj(A, r۰),
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ͷی x۰ +Kj(A, r۰) آنگاه باشد، ͬͺکوچ عدد j اگر که کنید توجه است. موفقیت ͷی خود این که
کنیم. جستجو ͷکوچ فضای ͷی در را مسأله واقعͬ جواب ͬ توانیم م و بود خواهد ͬͺکوچ زیرفضای

ͬ شود م استفاده شده اصلاح آرنولدی گرام⁃اشمیت الͽوریتم از یͺامتعامد پایەی محاسبەی برای عمل در
ͬ شود. م بندی جمع ۲ .۱ صورت به ۱ .۱ الͽوریتم مشابه که

شده اصلاح آرنولدی گرام⁃اشمیت روش الͽوریتم ۲ .۱ الͽوریتم
υ۱ = r۰/β و β = ∥r۰∥۲ دهید قرار (۱

کنید: تکرار را زیر روند ،j = ۱, ۲, . . . ,m برای (۲

. کنید محاسبه را wj = Aυj (آ)
کنید: تکرار را زیر روند ،i = ۱, ۲, . . . , j برای (ب)

hij := (wj, υi) ●
wj := wj − hijυi ●

ͬ شود. م متوقف سپس ،hj+۱,j = ۰ اگر hj+۱,j := ∥wj∥۲ ●
υj+۱ = wj/hj+۱,j (ج)

,Km(Aفراهم r۰) برای ۲ .۱ الͽوریتم توسط که باشد یͺامتعامدی پایەی {υ۱, υ۲, . . . , υm} کنید فرض
که بود خواهد x = x۰ + Vmy صورت به x۰ + Km(A, r۰) در x بردار هر صورت، این در باشد. شده

داریم بنابراین، .y ∈ Rm و Vm = (υ۱, υ۲, . . . , υm) آن در

∥b− Ax∥۲ = ∥b− A(x۰ + Vmy)∥۲ = ∥r۰ − AVmy∥۲ , (۱۶ .۱)

که ͬ بینیم م ۲ .۱ الͽوریتم اول گام و ۲۹ .۱ قضیەی از استفاده با اما

AVm = Vm+۱Hm, r۰ = βυ۱ = βVm+۱e۱,

داشت خواهیم (۱۶ .۱) در رابطەها این جای گذاری با .e۱ = (۱, ۰, . . . , ۰)T ∈ Rm+۱ آن در که

∥b− Ax∥۲ =
∥∥Vm+۱(βe۱ −Hmy)

∥∥
۲ =

∥∥βe۱ −Hmy
∥∥

۲ .

آن در که ͬ کند م محاسبه xm = x۰ + Vmym مثل GⅯRESبرداری الͽوریتم بنابراین

ym = argminy∈Rm+۱

∥∥βe۱ −Hmy
∥∥

۲ ,

بالا هسنبرگͬ و (m+ ۱)×m بعد از ͷکوچ ماتریس ͷی Hm ماتریس فوق، دوم توان کمترین مسأ لەی در
ͬ کنیم. م بندی جمع ۳ .۱ الͽوریتم صورت به را GⅯRES الͽوریتم بنابراین است.

جواب بهبود برای نباشد. مسأ له جواب برای مناسبی تقریب است ممͺن ͬ دهد م ۳ .۱ الͽوریتم که جوابی
دلخواه اولیەی حدس ͷی مجدد شروع با نسخەی در کرد. استفاده آن مجدد“ شروع ”با نسخەی از ͬ توان م
جواب سپس ͬ آوریم. م دست به را xm تقریبی جواب و کرده انتخاب بعدی m کرایلف زیرفضای ͷی و x۰
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(GⅯRES) تعمیم یافته مینیمال مانده روش الͽوریتم ۳ .۱ الͽوریتم
. υ۱ := r۰/β و β := ∥r۰∥۲ ،r۰ = b− Ax۰ کنید محاسبه (۱

.Hm = ۰ دهید قرار کنید. تعریف را Hm = (hij) ∈ R(m+۱)×m ماتریس (۲

،j = ۱, ۲, . . . ,m برای (۳

کنید محاسبه را wj := Aυj (آ)
کنید: تکرار را زیر روند ،i = ۱, ۲, . . . , j ازای به (ب)

hij = (wj, υi) ●
wj := wj − hijυi ●

بروید. ۴ گام به و m := j دهید قرار ،hj+۱,j = ۰ اگر .hj+۱,j = ∥wj∥۲ کنید محاسبه ●
υj+۱ = wj/hj+۱,j (ج)

.xm = x۰ + Vmym دهید قرار و کرده محاسبه
∥∥βe۱ −Hmy

∥∥
۲ مینیمم کنندەی عنوان به را ym (۴

دوباره جدید، xm آوردن دست به برای را الͽوریتم و داده قرار x۰ جدید اولیەی حدس عنوان به را xm تقریبی
کنیم. پیدا دست مناسب دقت ͷی با تقریبی جواب ͷی به تا ͬ کنیم م تکرار آنقدر را روند این ͬ کنیم. م اجرا

است. شده بندی جمع ۴ .۱ الͽوریتم در روند این

GⅯRES(m) مجدد شروع با GⅯRES روش الͽوریتم ۴ .۱ الͽوریتم
υ۱ = r۰/β و β = ∥r۰∥۲ ،r۰ = b− Ax۰ کنید محاسبه (۱

بسازید. را ν۱ شروع با آرنولدی الͽوریتم از استفاده با Hm ماتریس و آرنولدی پایەی (۲

.xm = x۰ + Vmym دهید قرار و کرده محاسبه
∥∥βe۱ −Hmy

∥∥
۲ کنندەی مینیمم عنوان به را ym (۳

قرار صورت این غیر در شود، متوقف سپس کند صدق توقف شرط در شده محاسبەی تقریبی جواب اگر (۴
بروید. ۱ گام به و x۰ := xm دهید

نامتقارن دستگاەهای حل برای مشابه تکراری روش های دیͽر همچنین و GⅯRES(m)تکراری روش در
نسخەی ما اینجا در ͬ گیرند. م قرار استفاده مورد دوطرفه) و راست (چپ، پیش شرط سازی نوع سه هر
راست، پیش شرط  ساز با GⅯRES(m) الͽوریتم ͬ نماییم. م ارائه را راست پیش شرط ساز با GⅯRES(m)

دستگاه حل برای
AM−۱u = b, u = Mx

GⅯRES(m) الͽوریتم در است کافͬ بنابراین .b−Ax۰ = b−AM−۱u۰ که است واضح ͬ شود. م استفاده
راست پیش شرط ساز با GⅯRES(m) روش صورت، این در شود. جایͽزین AM−۱ ماتریس با A ماتریس

ͬ شود. م بندی جمع ۵ .۱ الͽوریتم صورت به
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راست پیش شرط ساز با GⅯRES(m) روش الͽوریتم ۵ .۱ الͽوریتم
.υ۱ = r۰/β و β = ||r۰||۲ ،r۰ = b− Ax۰ دهید قرار (۱

کنید: تکرار را زیر روند ،j = ۱, ۲, . . . ,m برای (۲

.zj = M−۱υj دهید قرار (آ)
.w := Azj دهید قرار (ب)

کنید: تکرار را زیر روند ،i = ۱, ۲, . . . , j ازای به (ج)
. hij = (w, υi) دهید قرار ●

. w := w − hijυi دهید قرار ●
کنید. محاسبه υj+۱ = w/hj+۱,j و hj+۱,j = ||w||۲ (د)

.Hm = {hij}۱≤i≤j+۱,۱≤j≤m و Zm = [z۱, . . . , zm] کنید تعریف (۳

کنید. محاسبه را xm = x۰ + Zmym و ym = argⅿiny||βe۱ −Hmy||۲ (۴

قرار صورت این غیر در و شوید متوقف ͬ کند، م صدق توقف شرط در شده محاسبەی تقریبی جواب اگر (۵
بروید. ۱ گام به و x۰ = xm دهید

کرایلف فضای برای یͺامتعامد پایەی ͷی ۵ .۱ الͽوریتم در آرنولدی گرام⁃اشمیت حلقەی

span
{
r۰, AM

−۱r۰, . . . , (AM
−۱)m−۱r۰

}
,

هستند، دستگاه ماندەی بردار ͬ شوند م محاسبه ۵ .۱ الͽوریتم از که آنها نرم و مانده بردارهای همەی ͬ سازد. م
راست، پیش شرط ساز با GⅯRES(m) روش از تکرار هر در اگر .b − Axm = b − AM−۱um زیرا
GMRES الͽوریتم آنگاه ،zj = M−۱

j υj باشیم داشته گام هر در یعنͬ کند، تغییر M پیش شرط ساز ماتریس
ͬ شود. م (FGMRES) انعطاف پذیر۱ GⅯRES الͽوریتم به تبدیل راست، پیش شرط ساز با

(CG) مزدوج گرادیان الͽوریتم ۲ .۴ .۱

خطͬ معادلات دستگاه

Ax = b, (۱۷ .۱)

جمله از (CG) مزدوج۲ گرادیان روش است. متقارن مثبت معین ماتریس ͷی A آن در که بͽیرید نظر در را
صورت به را φ : Rn → R تابع ͬ باشد. م دستگاەها گونه این حل برای مهم الͽوریتم های

φ(x) =
۱
۲
xTAx− xT b,

.[۸۸] است معادل Rn روی φ تابع کردن مینیمم با (۱۷ .۱) دستگاه واقعͬ جواب محاسبەی ͬ کنیم. م تعریف
مربوطه ماندەی r(۰) = b−Ax(۰) و (۱۷ .۱) دستگاه واقعͬ جواب برای اولیەی حدس ͷی x(۰) کنید فرض

1Flexible Generalized Minimal Residual 2Conjugate Gradient
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مسألەی حل از x(k+۱) تقریب CG روش از k)⁃ام + ۱) تکرار در باشد.

φ(x(k+۱)) = min
x=x(۰)+δ, δ∈span{p(۰),p(۱),p(۲),...,p(k)}

φ(x),

ͬ شود. م نوشته ۶ .۱ صورت به CG الͽوریتم هستند. معلوم p(k)، . . . ،p(۰) بردارهای آن در که ͬ آید م بەدست

Ax = b دستگاه حل برای CG الͽوریتم ۶ .۱ الͽوریتم

،j = ۰, ۱, . . . ازای به .p(۰) := r(۰) و r(۰) := b−Ax(۰) دهید قرار است. مفروض x(۰) اولیەی حدس
کنید: تکرار {x(k)} دنبالەی همͽرایی حصول تا را زیر روند

.αj =
(r(j),r(j))

(Ap(j),p(j))
دهید قرار (۱

.x(j+۱) = x(j) + αjp
(j) دهید قرار (۲

.r(j+۱) = r(j) − αjAp
(j) دهید قرار (۳

.βj =
(r(j+۱),r(j+۱))

(r(j),r(j))
دهید قرار (۴

.p(j+۱) = r(j+۱) + βjp
(j) دهید قرار (۵

(PⅭG) شده پیش شرط سازی مزدوج گرادیان الͽوریتم ۵ .۱

ماتریس صورت، این در .M ≈ A و باشند متقارن مثبت معین دو هر M و A ماتریس های کنید فرض
گرادیان روش بنابراین نیست. متقارن لزوماً M−۱Ax = M−۱b شدەی پیش شرط سازی دستگاه ضرایب
به نسبت M−۱A ماتریس که ͬ دانیم م نمود. استفاده دستگاه این حل برای مستقیم طور به ͬ توان نم را مزدوج

زیرا است، خود الحاق (x, y)M = (Mx, y) = (x,My) M⁃ضرب داخلͬ

(
M−۱Ax, y

)
M

= (Ax, y) = (x,Ay) =
(
x,M(M−۱A

)
y)

=
(
x,M−۱Ay

)
M
.

بجای چپ، از شده پیش  شرط سازی دستگاه برای مزدوج گرادیان الͽوریتم در که است کافͬ بنابراین
مزدوج گرادیان روش الͽوریتم صورت این در کنیم. جایͽزین را M⁃ضرب داخلͬ اقلیدسͬ، ضرب داخلͬ

بود. خواهد ۷ .۱ الͽوریتم صورت به (PCG) پیش شرط سازی شده۱

(MD) درجه مینیمم الͽوریتم ۶ .۱

کاهش باعث و داده کاهش را ͬͺچولس تجزیه محاسبەی برای نیاز مورد حافظه که است الͽوریتمͬ ،MD
از قبل الͽوریتم، این ͬ شود. م آن ناقص حالت یا ͬͺچولس تجزیەی کارگیری به هنگام محاسباتͬ، عملیات

1Preconditioned Conjugate Gradient
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چپ پیش شرط ساز با مزدوج گرادیان روش الͽوریتم ۷ .۱ الͽوریتم

ازای به .p(۰) = z(۰) و z(۰) = M−۱r(۰) ،r(۰) = b−Ax(۰) دهید قرار است. مفروض x(۰) اولیه حدس
کنید: تکرار {x(k)} دنبالەی همͽرایی حصول تا را زیر روند ،j = ۰, ۱, . . .

.αj :=
(r(j), z(j))

(Ap(j), p(j))
دهید قرار (۱

.x(j+۱) := x(j) + αjp
(j) دهید قرار (۲

.r(j+۱) := r(j) − αjAp
(j) دهید قرار (۳

.z(j+۱) := M−۱r(j+۱) دهید قرار (۴

.βj :=
(r(j+۱), z(j+۱))

(r(j), z(j))
دهید قرار (۵

.p(j+۱) := z(j+۱) + βjp
(j) دهید قرار (۶

ستون ها، و سطرها جایͽشت از استفاده با ،A مانند هرمیتͬ ماتریس ͷی برای ͬͺچولس تجزیەی کارگیری به
جایͽشت های الͽوریتم، این از مرحله هر در ͬ دهد. م کاهش را ͬͺچولس تجزیەی ناصفر درایەهای تعداد
از بیرون در ناصفر درایەهای تعداد تا ͬ شوند م انجام گونەای به گاوس، حذفͬ مراحل در ستونͬ و سطری

برسانند. حداقل به ستونͬ و سطری محور در را، قطری محدودەی
عامل آنگاه باشد، آمده دست به A هرمیتͬ ماتریس برای MD الͽوریتم توسط ،P جایͽشت ماتریس اگر
تجزیەی عامل به نسبت کمتری صفر درایەهای تعداد دارای ،P TAP هرمیتͬ ماتریس ͬͺچولس تجزیەی
ابتدا ،MD الͽوریتم توسط Ax = b خطͬ معادلات دستگاه حل برای لذا دارد. A ماتریس خود ͬͺچولس
ͬͺچولس تجزیەی صفر مخالف درایەهای تعداد که طوری به ͬ شود، م جستجو P مانند جایͽشت ماتریس ͷی
ͬͺچولس تجزیەی از استفاده با (P TAP )(P Tx) = P T b دستگاه سپس باشد. تعداد کمترین Pدارای TAP

ماتریس که زمانͬ خاص، حالت در اما است، موفقͬ روش کلͬ طور به MD الͽوریتم چه اگر ͬ گردد. م حل
برای گردد. زیاد آن اجرای زمان است ممͺن باشد، چͽال) تقریباً (یا چͽال ستون های و سطرها دارای A

کنید. مراجعه [۶۶] به الͽوریتم این جزئیات
،(AMD) ۱ⅯⅮ تقریب الͽوریتم نام های با MD الͽوریتم از متفاوتͬ نسخەهای متلب، برنامەی در
در دارد. وجود ... و (SYMAMD) متقارن۳ AMD الͽوریتم و (COLAMD) ستون۲ͬ AMD الͽوریتم
A ماتریس COLAMD الͽوریتم در اما باشد. مربعͬ باید A ماتریس SYMAMD و AMD الͽوریتم های

باشد. مربعͬ غیر ͬ تواند م
ͬͺچولس تجزیەی عامل ذخیرەسازی برای نیاز مورد درایەهای تعداد بر MD الͽوریتم تاثیر ،۶ .۱ شͺل
با ͬͺچولس تجزیەی عامل صفر مخالف درایەهای تعداد مثال، این برای ͬ دهد. م نشان را تنک ماتریس ͷی
این کارگیری به بدون آن ͬͺچولس تجزیەی عامل درایەهای یازدهم ͷی حدود درجه، مینیمم الͽوریتم ترکیب

ͬ باشد. م الͽوریتم
1Approximate MD
2Column AMD

3Symmetric AMD
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ͬͺچولس تجزیەی عامل شده ذخیره درایەهای تعداد روی بر AMD الͽوریتم تاثیر :۱ .۱ شͺل



۲ فصل

دستگاه حل برای تکراری روش های در نتایجͬ
خطͬ معادلات

مقدمه

خطͬ معادلات دستگاه

Au = b, (۱ .۲)

ͷی A ماتریس ͬ کنیم م فرض همواره فصل این در .b ∈ Cn و A ∈ Cn×n آن در که بͽیرید نظر در را
چنین حل برای شد، ذکر پیش فصل در همانگونه است. بزرگ ابعاد از و تنک غیرهرمیتͬ، مثبت معین ماتریس
حل برای را PSS تکراری روش ابتدا در بنابراین ͬ شود. م پیشنهاد تکراری روش های از استفاده دستگاەهایی
مطالعه مورد را آن از تعمیمͬ همچنین و روش این از خاصͬ حالت های سپس و ͬ کنیم م معرفͬ (۱ .۲) دستگاه

ͬ دهیم. م قرار

(PSS) پادهرمیتͬ و مثبت معین شͺافت روش ۱ .۲

P ≡ A − S پس است، PD ماتریس ͷی A چون باشد. دلخواه کج هرمیتͬ ماتریس ͷی S کنید فرض
صورت به پادهرمیتͬ و مثبت معین شͺافت دارای A ماتریس نتیجه در است. PD ماتریس ͷی نیز

A = P+ S, مثبت معین P, S∗ = −S, (۲ .۲)

صورت به ،S ماتریس با متناظر ،A ماتریس برای را شͺافت دو ،α > ۰ ازای به ͬ باشد. م

A = (αI+P)− (αI− S) = (αI+ S)− (αI−P),

۵۱
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تکراری دنباله ͬ گیریم. م نظر +(αI+P)u(kدر ۱
۲ ) = (αI− S)u(k) + b,

(αI+ S)u(k+۱) = (αI−P)u(k+ ۱
۲ ) + b,

(۳ .۲)

ماتریس های αI + S و αI +P ماتریس های که این به توجه با ͬ کنیم. م تولید u(۰) دلخواه بردار ازای به را
از ͷی هر جواب ،PSS روند از مرحله هر در ͬ باشند. م یͺتا جواب دارای بالا دستگاەهای هستند، نامنفرد
عنوان به u(۰) از اول گام در ͬ آوریم. م بەدست ⅬU تجزیەی مانند مستقیم روش های از استفاده با را دستگاەها
عنوان به دوم دستگاه در را دستگاه این از حاصل تقریب سپس کرده، استفاده اول دستگاه برای اولیه حدس
اولیه جواب عنوان به بعد گام در را، دوم دستگاه از آمده بەدست تقریب نهایت در و ͬ بریم م بەکار اولیه حدس

داریم دوم، معادله در آن جایͽذاری و اول معادله از u(k+ ۱
۲ ) بردار آوردن دست به با ͬ کنیم. م استفاده

u(k+۱) = GPSS(α)u
(k) + c,

GPSS(α) = (αI+P)−۱(αI− S)(αI+ S)−۱(αI−P), (۴ .۲)

پادهرمیتͬ و مثبت معین تجزیەی روش تکراری روش این .c = ۲α(αI + P)−۱(αI + S)−۱b آن در که
روش این که دید ͬ توان م راحتͬ به c در b بردار ضریب به توجه با ͬ شود. م نامیده (۲ .۲) شͺافت به وابسته

آن در که است A = M−N صورت به شͺافتͬ دارای

M =
۱

۲α
(αI+ S)(αI+P), N = A−M =

۱
۲α

(αI− S)(αI−P). (۵ .۲)

ͬ دهیم. م قرار مطالعه مورد را روش این همͽرایی ادامه در

کنید فرض [۱ .۲ لم ،۱۰] .۱ .۲ لم

V (α) =
∥∥(αI−P)(αI+P)−۱∥∥

۲ . (۶ .۲)

،α > ۰ هر ازای به آنگاه باشد، PD ماتریس ͷی P ماتریس اگر

V (α) < ۱.

لذا است. یͺان۱ͬ ماتریسͬ (αI− S)(αI+ S)−۱ بنابراین است، کج هرمیتͬ ماتریسͬ S چون

∥∥(αI− S)(αI+ S)−۱∥∥
۲ = ۱

داریم. را بعدی قضیەی نتیجه در و

(۲ .۲) صورت به شͺافتͬ دارای و PD ماتریس ͷی A ∈ Cn×n کنید فرض [۳ .۲ قضیه ،۱۰] .۲ .۲ قضیه
است ρ(GPSS(α)) برای بالا کران ͷی V (α) صورت این در باشد. (۶ .۲) در شده تعریف ماتریس V (α) و

1Unique
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بنابراین و

ρ(GPSS(α)) ≤ V (α) < ۱, α > ۰.

(۱ .۲) معادلات دستگاه جواب به دلخواه اولیەی حدس هر ازای به PSS روش که است معنͬ بدین این
همͽراست.

توسط که کرد ارائه α پارامتر برای را مقداری ͬ توان نم ،PSS روش در کلͬ حالت در که باشید داشته توجه
روش این معایب از ͬͺی امر این که شود مینیمم ،V (α) مقدار یعنͬ تکرار، ماتریس طیفͬ شعاع بالای کران آن
روش های توسط ،αI + S و αI + P ضرایب ماتریس با دستگاه زیر دو باید گام هر در طرفͬ از ͬ باشد. م
حافظەی به نیاز بزرگ ابعاد با مسائل برای که شوند حل ͬͺچولس تجزیەی یا ⅬU تجزیەی مانند مستقیم،
ⅬU تجزیەی از ͬ توان م محاسبات هزینەی کاهش برای که باشید داشته توجه (البته دارند زیادی ذخیرەسازی
مختلفͬ نسخەهای بالا، مشͺلات رفع برای نمود). استفاده SYMAMD یا AMD ترکیب با ͬͺچولس یا
کند، مینیمم را طیفͬ شعاع بالای کران مقدار که α مقدار آوردن بەدست برای دارد. وجود PSS روش از
برای اما شود. نرمال یا هرمیتͬ ماتریسͬ آن، با متناظر P ماتریس که یافت گونەای به را S ماتریس ͬ توان م
مثلثͬ ماتریس ͷی P ماتریس که گرفت نظر در گونەای به را S ماتریس ͬ توان م دستگاەها، زیر حل سادەسازی
استفاده با را دستگاەها زیر ͬ توان م ذخیرەسازی، حافظەی میزان کاهش برای نهایت در و گردد ͬ بلوکͬ مثلث یا
ماتریس از مختلفͬ نمونەهای فصل این در نمود. حل کرایلف زیرفضای روش های مانند تکراری روش های از
مختلفͬ تکراری روش های ،(۲ .۲) در آن با متناظر شͺافت از استفاده با و ͬ دهیم م قرار بررسͬ مورد را S
این حل برای را PSS روش از تعمیمͬ سپس ͬ کنیم. م معرفͬ دارند، وجود (۱ .۲) دستگاه حل برای که را
شده ارائه روش های از برخͬ به نسبت روش این تاثیر بررسͬ به مثال، ͷی با نهایت در ͬ دهیم. م ارائه دستگاه،

ͬ پردازیم. م

(IPSS) ناقص PSS روش ۲ .۲

ماتریس با مستقیم روش های از استفاده با دستگاه زیر دو باید ، PSS روش از گام هر در شد، بیان که همان طور
ذخیرەسازی حافظەی میزان نظر از هم بزرگ، ابعاد با مسائل در که شوند حل αI + S و αI + P ضرایب
ͬ توانیم م روش، این کارایی افزایش منظور به لذا بود. خواهند پرهزینه بسیار محاسبات، میزان نظر از هم و
حل کرایلف زیرفضای روش های مانند تکراری، روش های از استفاده با و نادقیق صورت به را دستگاەها زیر

کنید فرض ͬ شود. م نامیده IPSS روش روش، این کنیم.

u(k+ ۱
۲ ) = u(k) + z(k),

داریم (۳ .۲) در اول معادلەی در جایͽذاری با که

(αI+P)z(k) = (αI +P)(u(k+ ۱
۲ ) − u(k))

= (αI− S)u(k) + b− (αI+P)u(k)

= b− (P+ S)u(k) = b−Au(k) = r(k).
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دستگاه حل از z(k) مقدار پس

(αI+P)z(k) = r(k), (۷ .۲)

سپس ͬ شود. م حاصل

u(k+۱) = u(k+ ۱
۲ ) + z(k+

۱
۲ ),

دستگاه حل از و (۳ .۲) در دوم رابطەی در جایͽذاری با مشابه طور به ،z(k+ ۱
۲ ) آن در که

(αI + S)z(k+
۱
۲ ) = b−Au(k+ ۱

۲ ) = r(k+
۱
۲ ), (۸ .۲)

بەصورت کرایلف زیرفضای روش های با را (۸ .۲) و (۷ .۲) دستگاەهای ،IPSS روش در ͬ شود. م حاصل
ͬ آید. م دست به روش این برای ۱ .۲ الͽوریتم نتیجه در ͬ کنیم. م حل ناقص

(IPSS) ناقص PSS تکراری روش ۱ .۲ الͽوریتم

کنید. انتخاب را u(۰) اولیەی حدس (۱

دهید: انجام همͽرایی زمان تا k = ۰, ۱, ۲, . . . ازای به (۲

.r(k) = b−Au(k) دهید قرار (آ)
به کرایلف زیرفضای روش های از استفاده با را (αI + P̂)z(k) = r(k) دستگاه تقریبی جواب (ب)
آن در که شود، برقرار

∥∥∥r(k) − (αI+ P̂)z̄(k)
∥∥∥

۲
| ⩽ ϵk

∥∥r(k)∥∥۲ شرط تا کنید محاسبه گونەای
است. مجاز خطای ϵk

.u(k+ ۱
۲ ) = u(k) + z̄(k) دهید قرار (ج)

کنید. حل را r(k+ ۱
۲ ) = b−Au(k+ ۱

۲ ) دستگاه (د)

کرایلف زیرفضای روش های از استفاده با را (αI+ S)z(k+
۱
۲ ) = r(k+

۱
۲ ) دستگاه تقریبی جواب (ه)

شود، برقرار
∥∥∥r(k+ ۱

۲ ) − (αI+ S)z̄(k+
۱
۲ )
∥∥∥

۲
⩽ ηk

∥∥∥r(k+ ۱
۲ )
∥∥∥

۲
شرط تا کنید محاسبه گونەای به

است. مجاز خطای مقدار ηk آن در که
.u(k+۱) := u(k) + z̄(k+

۱
۲ ) (و)

(SS) انتقال شͺافت روش ۳ .۲

در S انتخاب این با متناظر شͺافت .S = ۰ کنید فرض و بͽیرید نظر در را (۱ .۲) خطͬ معادلات دستگاه
صورت به که ͬ شود م نامیده A ماتریس (SS) انتقال⁃شͺافت۱ تجزیەی ،(۵ .۲) رابطەی

A = M−N =
۱
۲
(αI+A)− ۱

۲
(αI−A), (۹ .۲)

1Shift-Splitting
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صورت به روش این با متناظر تکراری روش بنابراین، است. همانͬ ماتریس I و α > ۰ آن در که ͬ باشد م

(αI+A)u(k+۱) = (αI−A)u(k) + ۲b, k = ۱, ۲, · · · , (۱۰ .۲)

بای توسط بار اولین روش این بود. خواهد GSS(α) = (αI+A)−۱(αI−A) برابر آن تکرار ماتریس و
ͬ دهد. م نشان را روش این همͽرایی زیر قضیەی است. شده معرفͬ [۱۰] در

،AH = ۱
۲(A +A∗) هرمیتͬ، غیر مثبت معین ماتریس ͷی A کنید فرض [۲ .۲ قضیه ،۱۷] .۳ .۲ قضیه

صورت، این در باشد. مثبت عدد ͷی α و βl(AH) با برابر AH هرمیتͬ ماتریس ویژەی مقادیر پایین کران

ρ(GSS(α)) ≤ δ(α) =

√
α۲ − ۲αβl(AH) + ∥A∥۲

۲

α۲ + ۲αβl(AH) + ∥A∥۲
۲

,

ͬ رسد. م است،
√

∥A∥۲−βl(AH)

∥A∥۲+βl(AH)
برابر که خود مقدار مینیمم به δ(α) بالای کران α = ∥A∥۲ ازای به که

شͺافت انتقال روش که ͬ دهد م نشان ۳ .۲ قضیەی است، مثبت معین ماتریس ͷی AH ماتریس چون
بعنوان P = ۲M = αI + A ماتریس از ͬ توان م آن بر علاوه همͽراست. α مثبت مقدار هر ازای به

کرد. استفادە (۱ .۲) دستگاە حل برای پیش شرط ساز

(HSS) پادهرمیتͬ و هرمیتͬ شͺافت روش ۴ .۲

مثبت معین ماتریس ͷی AH = A − S = ۱
۲(A +A∗) اینصورت در .S = ۱

۲(A −A∗) کنید فرض
نامیده A ماتریس ۱ پادهرمیتͬ و هرمیتͬ مثبت معین شͺافت روش، این با متناظر شͺافت است. هرمیتͬ

لذا ͬ  شود. م

A = AH + S, A∗
H = AH , S∗ = −S. (۱۱ .۲)

شͺافت های α > ۰ ازای به

A = (αI+ S)− (αI−AH) = (αI+AH)− (αI− S),

تکراری دنباله آنها از استفاده با و ͬ گیریم م نظر در A ماتریس برای +(αIرا S)u(k+ ۱
۲ ) = (αI−AH)u

(k) + b,

(αI+AH)u
(k+۱) = (αI− S)u(k+ ۱

۲ ) + b,

1Hermitian and skew-Hermitian splitting



خطͬ معادلات دستگاه حل برای تکراری روش های در نتایجͬ .۲ فصل ۵۶

صورت، این در ͬ سازیم. م دلخواه u(۰) ازای به را

u(k+۱) = GHSS(α)u
(k) + c, (۱۲ .۲)

GHSS(α) = (αI+AH)
−۱(αI− S)(αI+ S)−۱(αI−AH),

به شͺافتͬ دارای روش این که دید ͬ توان م راحتͬ به .c = ۲α(αI + AH)
−۱(αI + S)−۱b آن در که

آن در که است A = M−N صورت

M =
۱

۲α
(αI+ S)(αI+AH), N = A−M =

۱
۲α

(αI− S)(αI−AH). (۱۳ .۲)

حل αI + S و αI + AH ضرایب ماتریس با دستگاه زیر دو باید گام هر در HSS روش بͺارگیری برای
با ⅭG یا ⅭG روش از ͬ توان م ،αI+AH هرمیتͬ ماتریس ضرایب ماتریس با زیردستگاه حل برای شوند.
روش های از ،αI+S ضرایب ماتریس با زیردستگاه حل برای و SYⅯAⅯⅮ همراه به مناسب پیش شرط ساز

ͬ دهد. م نشان را روش این همͽرایی زیر قضیەی نمود. استفاده GMRES مانند کرایلف زیرفضای

AH = ۱
۲(A + A∗) مثبت، معین ماتریس ͷی A ∈ Cn×n کنید فرض [۲ .۲ قضیه ،۱۱] .۴ .۲ قضیه

هر ازای به صورت، این در باشند. A ماتریس پادهرمیتͬ قسمت S = ۱
۲(A − A∗) و هرمیتͬ قسمت

تابع ،α > ۰

δ(α) = max
λi∈σ(AH)

∣∣∣∣α− λi

α + λi

∣∣∣∣ ,
بنابراین است. HSS روش تکرار ماتریس طیفͬ شعاع بالای کران ͷی

ρ(GHSS(α)) ≤ δ(α) < ۱, ∀α > ۰. (۱۴ .۲)

آنگاه باشند، AH ماتریس ویژه مقدار بزرگترین و کوچͺترین ترتیب به λmax و λmin اگر بعلاوه

α∗ ≡ argmin
α

max
λmin≤λ≤λmax

∣∣∣∣α− λ

α + λ

∣∣∣∣ =√λminλmax, (۱۵ .۲)

آن ازای به که

δ(α∗) =

√
λmax −

√
λmin√

λmax +
√
λmin

=

√
cond(AH)− ۱√
cond(AH) + ۱

, (۱۶ .۲)

توسط شده تولید دنبالەی که ͬ دهد م نشان ۴ .۲ قضیه است. AH ماتریس شرطͬ عدد cond(AH) آن در که
همͽرایی سرعت و همͽراست (۱ .۲) دستگاه جواب به ،α > ۰ هر ازای به ،(۱۲ .۲) در HSS تکراری روش
کنید دقت ندارد. بستگͬ خود پادهرمیتͬ قسمت به و ͬ باشد م A ماتریس هرمیتͬ قسمت به وابسته روش این
مینیمم را تکرار ماتریس طیفͬ شعاع خود و ͬ کند م مینیمم را تکرار ماتریس طیفͬ شعاع از بالا کران ͷی α∗ که

ͬ نماید. نم



خطͬ معادلات دستگاه حل برای تکراری روش های در نتایجͬ .۲ فصل ۵۷

(NSS) پادهرمیتͬ و نرمال شͺافت روش ۵ .۲

را شͺافتͬ چنین به وابسته تکراری روش شود. نرمال ماتریس ͷی P که شود انتخاب گونەای به S کنید فرض
ͬ دهیم. م نشان GNSS(α) با را روش این تکرار ماتریس و ͬ نامیم م (NSS) پادهرمیت۱ͬ و نرمال شͺافت روش
آن در که P = UΛU∗ که گونەای به دارند وجود Λ قطری و U یͺانͬ ماتریس های است، نرمال P چون

بنابراین .Λ = daig(λ۱, λ۲, . . . , λn)

ρ(GNSS(α)) ≤ ∥GNSS(α)∥۲ =
∥∥(αI+ S)−۱(αI− S)(αI−P)(αI+P)−۱∥∥

۲

=
∥∥(αI−P)(αI+P)−۱∥∥

۲ = max
µi∈σ(P)

∣∣∣∣α− µi

α + µi

∣∣∣∣
=

max
{

(α−γmax)۲+η۲
max

(α+γmax)۲+η۲
max

, (α−γmin)
۲+η۲

max

(α+γmin)۲+η۲
max

}
, ηmax <

√
γminγmax,

(α−γmax)۲+η۲
max

(α+γmax)۲+η۲
max

, ηmax ≥
√
γminγmax,

هستند P̄ ماتریس ویژەی مقادیر حقیقͬ قسمت  بالای و پایین کران های ترتیب به γmax و γmin آن در که
و ببینید) را [۱۲] )

ηmax = max{|ℑ(λ)| : λ ∈ σ(P̄)}.

رو این از

α∗ = argmin
α>۰

δ(α) =


√

γminγmax − η۲
max, ηmax <

√
γmaxγmin,√

γ۲
min + η۲

max, ηmax ⩾
√
γmaxγmin.

α پارامتر برای که مقداری بنابراین و ηmax = ۰ آنگاه باشد، هرمیتͬ مثبت معین ماتریس ͷی P اگر ویژه به
ͬ آید. م بەدست شد، پیشنهاد HSS روش در

(EPSS) یافته توسعه PSS روش ۶ .۲

ͷی A و دلخواه پادهرمیتͬ ماتریس ͷی S کنید فرض ͬ کنیم. م ارائه را PSS روش از تعمیمͬ اینجا در
است (۲ .۲) صورت به آنها با متناظر پادهرمیتͬ و مثبت معین شͺافت ماتریس که باشد مثبت معین ماتریس

باشد. دلخواه هرمیتͬ مثبت معین ماتریس ͷی Σ کنید فرض بعلاوه و

1Normal and skew-Hermitian splitting



۳ فصل

زینͬ نقطه مسائل در نتایجͬ

مقدمه ۱ .۳
تعمیم یافته۱ زینͬ نقطه مسائل

Au ≡

[
A B∗

−B C

][
x

y

]
=

[
f

g

]
≡ b, (۱ .۳)

B ∈ Cm×n هرمیتͬ، غیر مثبت معین نیمه C ∈ Cm×m و A ∈ Cn×n آن در که بͽیرید نظر در را
هستند. بزرگ ابعاد از و تنک C و B ،A ماتریس های ͬ کنیم م فرض .g ∈ Cm و f ∈ Cn ،(m ≤ n)

ببینید). را [۲۲ ،۴] ) ͬ باشند م مهندسͬ و علوم در متنوعͬ کاربردهای دارای تعمیم یافته زینͬ نقطه مسائل
نقطه مسئله آنگاه باشد. مثبت معین نیمه ماتریس ͷی A و منفͬ معین نیمه ماتریس ͷی D کنید فرض

]زینͬ
A B∗

B D

][
x

y

]
=

[
f

h

]
,

زینͬ نقطه مسئله و C = −D و g = −h انتخاب ]با
A −D∗

D C

][
x

z

]
=

[
f

g

]
,

مسائل حل به فقط رو، این از ͬ شود. م تبدیل (۱ .۳) تعمیم یافته زینͬ نقطه مسئله به B = −D انتخاب با
ͬ پردازیم. م (۱ .۳) صورت به تعمیم یافته زینͬ نقطه

و وجود بررسͬ به سپس ͬ کنیم. م بیان را تعمیم یافته زینͬ نقطه مسائل از کاربردهایی ابتدا فصل، این در
از پس ͬ کنیم. م ارائه جواب یͺتایی و وجود برای را کافͬ و لازم شرایط و ͬ پردازیم م مسائل این جواب یͺتایی
مطالعه مورد شدەاند، معرفͬ مسائل این گونه حل برای که را مختلفͬ پیش شرط  سازهای و روش ها از برخͬ آن،
و EPSS تکراری روش سپس ͬ دهیم. م ارائه (۱ .۳) زینͬ نقطه مسائل حل برای را جدید روش چند و داده قرار
همͽرایی نیمه و همͽرایی ͬ کنیم. م معرفͬ تعمیم یافته زینͬ نقطه مسائل حل برای را آن به وابسته پیش شرط ساز

1Generalized Saddle Point Problem

۵۸



زینͬ نقطه مسائل در نتایجͬ .۳ فصل ۵۹

این از خاصͬ حالت های که ͬ پردازیم م روش هایی از برخͬ ذکر به سپس ͬ گیرد. م قرار بررسͬ مورد روش، این
ویژه حالت های از ͬͺی ͬ گردد. م اثبات نیز روش ها این همͽرایی نیمه و همͽرایی بنابراین، ͬ باشند. م روش
عددی، مثال های از استفاده با ͬ آوریم. م دست به آن برای را نتایجͬ و داده قرار مطالعه مورد را روش این از

گرفت. خواهد قرار مقایسه مورد دیͽر روش های برخͬ با روش این عملͺرد و رفتار

کاربرد ها از برخͬ ۲ .۳

ͬ کنیم. م اشاره زینͬ نقطه مسائل کاربردهای از برخͬ به بخش این در

زینͬ نقطه بهینەسازی مسائل ۱ .۲ .۳

مقید دوم درجه برنامەریزی مسالەی

min
x∈Rn

f(x) =
۱
۲
xTAx− cTx,

s.t. BTx = d, (۲ .۳)

کامل رتبه ماتریس ͷی B ∈ Rn×m متقارن، مثبت معین ماتریس ͷی A ∈ Rn×n آن در که بͽیرید نظر در را
صورت به آن لاگرانژ۱ تابع است. d ∈ Rm و c ∈ Rn سطری،

L(x, y) = f(x) + yT (BTx− d) =
۱
۲
xTAx+ xTBy − xT c− yTd

=
۱
۲

[
x

y

]T [
A B

BT ۰

][
x

y

]
−

[
x

y

]T [
c d

]
,

داریم ،y ∈ Rm هر و x ∈ Rn هر ازای به ͬ شود. م تعریف

L(x, y) =
n∑

i=۱

xi

(
n∑

j=۱

Ai,jxj +
m∑
k=۱

Bikyk − ci

)
−

m∑
k=۱

ykdk

=
n∑

i=۱

xi

(
n∑

j=۱

Ai,jxj − ci

)
−

m∑
k=۱

yk

(
n∑

j=۱

BT
k,jxj − dk

)
.

بنابراین

∂L
∂xj

(x, y) = eTj (Ax+By − c), j = ۱, · · · , n,

∂L
∂yk

(x, y) = −eTk (BTx− d), k = ۱, · · · ,m.

1Lagrangian



زینͬ نقطه مسائل در نتایجͬ .۳ فصل ۶۰

بصورت بهینگͬ شرط اولین لذا

Ax+By − c = ۰,

−BTx+ d = ۰.

دستگاه حل با معادل که بود ]خواهد
A B

BT ۰

][
x

y

]
−

[
c

d

]
=

[
۰
۰

]
, (۳ .۳)

آنگاه باشد، (۳ .۳) دستگاه جواب [x∗; y∗] اگر ͬ باشد. م

L(x∗, y∗) =
۱
۲

[
x∗

y∗

]T [
A B

BT ۰

][
x∗

y∗

]
−

[
x∗

y∗

]T [
c

d

]

=
−۱

۲

[
x∗

y∗

]T [
A B

BT ۰

][
x∗

y∗

]
.

داریم y ∈ Rm و x ∈ Rn هر ازای به نتیجه در

L(x, y)− L(x∗, y∗) =
۱
۲

([
x

y

]
−

[
x∗

y∗

])T [
A B

BT ۰

]([
x

y

]
−

[
x∗

y∗

])
.

آنگاه ،y = y∗ اگر حال

L(x, y∗)− L(x∗, y∗) =
۱
۲
(x− x∗)

TA(x− x∗) ≥ ۰,

آنگاه ،x = x∗ اگر و

L(x∗, y)− L(x∗, y∗) = ۰.

داریم ،y ∈ Rm و x ∈ Rn هر برای بنابراین

L(x∗, y) ≤ L(x∗, y∗) ≤ L(x, y∗).

رو این از
max
y∈Rm

min
x∈Rn

L(x, y) = L(x∗, y∗) = min
x∈Rn

max
y∈Rm

L(x, y).

بردار که ͬ باشد م L(x, y) لاگرانژین تابع برای زینͬ نقطه ͷی [x∗; y∗] بصورت (۳ .۳) دستگاه جواب هر لذا
ͬ باشد. م (۲ .۳) مسالەی جواب آن x∗



زینͬ نقطه مسائل در نتایجͬ .۳ فصل ۶۱

مربعات کم ترین مسائل ۲ .۲ .۳

ͬ کنند. م پیدا ارتباط زینͬ نقطه مسائل حل به که دارند وجود مربعات کم ترین مسائل از دستەای

دوم توان های کم ترین مسألەی .b ∈ Rn و B ∈ Rn×n کنید فرض (۱

∥Bx∗ − b∥۲ = min
x∈Rn
∥Bx− b∥۲ ,

خطͬ معادلات دستگاه در اگر تنها و اگر است مسأله این جواب x∗ بͽیرید. نظر در را

BTBx = BT b,

با معادل که ͬ گویند م نرمال معادلات دستگاه را فوق معادلەی کند. صدق

BT (b− Bx) = ۰,

داریم نتیجه در .BT r = ۰ داریم r = b− Bx فرض با rاست. +Bx = b,

BT r = ۰,

است زیر زینͬ نقطه مسألەی با معادل ]که
I B

BT ۰

][
r

x

]
=

[
b

۰

]
.

خطͬ معادلات دستگاه از نامشخص سیستم ͷی برای ،x∗ ∈ Rm جواب نرم مینیمم محاسبەی مسألەی (۲

∥x∗∥۲ = min
x∈Rm

∥x∥۲ ,

s.t. BTx = d,

جواب دارای و سازگار BTx = d آنگاه ،rank(B) = n اگر .d ∈ Rn و B ∈ Rm×n آن در که
نرمال معادلات حل از استفاده با جواب این و یͺتاست

BTBy = d, x = By, (۴ .۳)

است زیر زینͬ نقطه مسألەی با معادل که ͬ آید م دست ]به
I B

BT ۰

][
x

y

]
=

[
۰
d

]
. (۵ .۳)



زینͬ نقطه مسائل در نتایجͬ .۳ فصل ۶۲

مقید مربعات کم ترین مسألەی (۳

∥c− By∗∥۲ = min
y∈Rn
∥c− By∥۲ ,

s.t. Cy = d,

زینͬ نقطه مسألەی حل به که بͽیرید نظر در را I ۰ B

۰ ۰ C

BT CT ۰


xy
z

 =

cd
۰

 ,

ͬ شود. م منجر

مثبت معین A ماتریس چون .c ∈ Rm و rank(B) = n و متقارن مثبت معین ماتریس A کنید فرض (۴

مربعات کم ترین مسألەی ͬ توانیم م و است متقارن مثبت معین ماتریس ͷی نیز A−۱ پس است، متقارن
کلͬ

∥c− By∗∥A−۱ = min
y∈Rn
∥c− By∥A−۱ ,

s.t Cy = d,

فرض با ͬ آید. م دست به BTA−۱By = BTA−۱c نرمال معادلەی حل از آن جواب که بͽیریم نظر در را
زینͬ نقطه مسألەی با مسأله این نرمال معادلات x = A−۱(c− By)[

A B

BT ۰

][
x

y

]
=

[
c

۰

]
,

ͬ شود. م معادل



نتیجەگیری

هرمیتͬ مثبت معین نیمه آن ضرایب ماتریس که خطͬ معادلات دستگاه ͷی حل به ابتدا رساله، این در
همراه به ،EPSS نام به پادهرمیتͬ و مثبت معین شͺافت تکراری روش از تعمیم ͷی و پرداخته هستند،
مثبت معین ماتریس ͷی آن در که است شده معرفͬ معادلات دستگاه این حل برای آن، به وابسته پیش شرط ساز
در پادهرمیتͬ و مثبت معین شͺافت روش در ،αI اسͺالر ماتریس جای به انتقال، ماتریس بعنوان Σ هرمیتͬ
است. شده بررسͬ دستگاەهایی چنین حل برای روش، این همͽرایی نیمه و همͽرایی است. شده گرفته نظر
محدودیتͬ هیچ بدون روش، این باشند، هرمیتͬ مثبت معین دستگاه، ضرایب ماتریس اگر که شده داده نشان
هرمیتͬ مثبت معین نیمه ضرایب ماتریس با دستگاەهایی حل برای روش، این اگر اما ͬ باشد. م همͽرا ،Σ روی
که شده داده نشان اگرچه باشد. نداشته وجود همͽرایی نیمه و همͽرایی است ممͺن آنگاه شود، گرفته کار به
از ͬ توان م لذا و ͬ گیرند م قرار ۱ شعاع به دایرەای روی و درون تکرار، ماتریس ویژه مقادیر تمام حالت، این در
استفاده کرایلف زیرفضای تکراری روش های برای پیش شرط سازی بعنوان روش، این به وابسته شرط ساز پیش
طیفͬ شعاع بالای کران که بهینەای پارامتر آوردن دست به برای فرمولͬ ،Σ = αQ زمانیͺه ادامه در کرد.
معین انتقال ماتریس با تکراری روش چندین معرفͬ به سپس، و شد ارائه ͬ کند، م مینیمم را روش تکرار ماتریس
ماتریس تاثیر عددی، نتایج ارائه با است. شده پرداخته آنها در بهینه پارامتر محاسبه و Σ = αQ هرمیتͬ مثبت
به وابسته روش های و پادهرمیتͬ و هرمیتͬ مثبت معین شͺافت روش رفتار روی بر هرمیتͬ، مثبت معین انتقال
انتقال ماتریس چه هر که ͬ شود م ملاحظه است. شده مشخص آنها، با متناظر پیش شرط سازهای همراه به آن،
تکرار ماتریس طیفͬ شعاع آنگاه شود، نزدیͺتر ماتریس هرمیتͬ مثبت معین قسمت به Σ هرمیتͬ مثبت معین
خطͬ معادلات دستگاه ͷی حل برای روش ها، این بͺارگیری در تکرارها تعداد کاهش باعث که یافته کاهش
نقطه اطراف در شده پیش شرط سازی ماتریس ویژه مقادیر شدن خوشه افزایش امرباعث این سویی از ͬ گردد. م
کاهش GMRES(m) مجدد شروع روش در تکرارها تعداد آن، موجب به که شده (۰, ۰) از دور به (۱, ۰)

ͬ توان م اما یابد، افزایش جواب آوردن دست به حل زمان است ممͺن کلͬ، حالت در که چند هر ͬ یابد. م
پیش شرط ساز و تکراری روش این همͽرایی سرعت ،SEPSS روش در Σ انتقال ماتریس مناسب انتخاب با

بخشید. بهبود را آن به وابسته
مطالعه مورد را آن جواب یͺتایی و وجود شرایط و پرداخته یافته تعمیم زینͬ نقطه مسائل بررسͬ به ادامه در
بلوک با یافته تعمیم زینͬ نقطه مسائل حل برای انتقال⁃شͺافت، تجزیه روش از تعمیمͬ سپس دادەایم. قرار
و شد ارائه آن، یافته تعدیل نسخه ͷی همراه به هرمیتͬ مثبت معین نیمه (۲, ۲) بلوک و مثبت معین (۱, ۱)

در آمد. دست به زینͬ، نقطه مسائل حل برای آن، یافته تعدیل نسخه و روش این پیش شرط ساز برای نتایجͬ
حل برای ،REHSS نام به پادهرمیتͬ و هرمیتͬ مثبت معین تجزیه روش از شده منظم سازی حالت ͷی ادامه
حل برای آن، به وابسته پیش شرط ساز همراه به روش این پیرامون نتایجͬ و گردید معرفͬ زینͬ نقطه مسائل
که RHSS و HSS پیش شرط سازهای با پیش شرط ساز این رفتار مثال هایی، ارائه با شد. ارائه زینͬ نقطه مسائل
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پیش شرط ساز خوب عملͺرد آن نتیجه که گرفت قرار آزمون مورد شدەاند، معرفͬ زینͬ نقطه مسائل حل برای
بود. ساز شرط پیش دو این با مقایسه در REHSS

شد. معرفͬ یافته تعمیم زینͬ نقطه مسائل حل برای آن، به وابسته پیش شرط ساز و EPSS روش سپس
نقطه مسائل حل برای که است پیش شرط سازهایی و روش ها بسیاری از تعمیم ͷی روش، این که شد داده نشان
شامل EPSS روش اگرچه آمد. دست به روش این همͽرایی نیمه و همͽرایی شرایط شدەاند. معرفͬ زینͬ
بهینه پارامترهای و شد گرفته نظر در روش این از خاص حالت ͷی اما ͬ شود، م بسیاری مختلف حالت های
روش های برخͬ با مقایسه در روش این پیش شرط ساز رفتار مثال هایی، ارائه با آمد. دست به روش این برای
این مطلوب عملͺرد از حاکͬ عددی، نتایج که گرفت قرار آزمون مورد زینͬ، نقطه مسا ئل حل برای موجود

داشت. دیͽر پیش شرط سازهای سایر به نسبت پیش شرط ساز،
و است شده ارائه کلͬ شͺل از خاص حالت ͷی تنها SEPSS پیش شرط ساز شد، اشاره که همانطور
دارد. وجود کاراتر پیش شرط ساز ͷی پیشنهاد یا بهبود امͺان هنوز بنابراین نیست. ممͺن انتخاب بهترین

نمود. تمرکز موضوع این روی ͬ توان م آینده، در بنابراین
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الف پیوست

مختلف جداول و الͽوریتم ها نمونە

الͽوریتم: نمونه چند

راست پیش شرط ساز با GⅯRES(ⅿ) روش الͽوریتم ۱ . الف الͽوریتم
.υ۱ = r۰/β و β = ||r۰||۲ ،r۰ = b− Ax۰ دهید قرار (۱

کنید: تکرار را زیر روند ،j = ۱, ۲, . . . ,m برای (۲

.zj = M−۱υj دهید قرار آ)
.w := Azj دهید قرار ب)

کنید: تکرار را زیر روند ،i = ۱, ۲, . . . , j ازای به ج)
. hij = (w, υi) دهید قرار ●

. w := w − hijυi دهید قرار ●
کنید. محاسبه υj+۱ = w/hj+۱,j و hj+۱,j = ||w||۲ د)

.Hm = {hij}۱≤i≤j+۱,۱≤j≤m و Zm = [z۱, . . . , zm] کنید تعریف (۳

کنید. محاسبه را xm = x۰ + Zmym و ym = argⅿiny||βe۱ −Hmy||۲ (۴

قرار صورت این غیر در و شوید متوقف ͬ کند، م صدق توقف شرط در شده محاسبه تقریبی جواب اگر (۵
بروید. ۱ گام به و x۰ = xm دهید

۷۳



مختلف جداول و الͽوریتم ها نمونە . الف پیوست ۷۴

Algorithm ��� .3 IEPSS method
1. Choose an initial guess u0

2. For k = 0, 1, 2, . . ., until convergence, Do

2.i. Compute rk = b−Auk

2.ii. Solve (Σ + P̂)zk = rk by a Krylov subspace method to compute the
approximate solution z̄k satisfying ∥rk − (Σ + P̂)z̄k∥ ⩽ ϵk∥rk∥, where ϵk
is a given tolerance

2.iii. uk+ 1
2 := uk + z̄k

2.iv. Compute rk+
1
2 = b−Auk+ 1

2

2.v. Solve (Σ + S)zk+ 1
2 = rk+

1
2 by a Krylov subspace method to compute the

approximate solution z̄k+
1
2 satisfying ∥rk+ 1

2 − (Σ + S)z̄k+ 1
2∥ ⩽ ηk∥rk+

1
2∥,

where ηk is a given tolerance
2.vi. uk+1 := uk + z̄k+

1
2

ͬ دهیم. م ارجاع ۲ گام به اینجا در مثال طور به داد. ارجاع ͬ توان م بالا گا های از ͷی هر به

Algorithm ��� .4 Computation y = xn.
Require: n ≥ 0
Ensure: y = xn

y ← 1
X ← x
N ← n
while N ̸= 0 do

if N is even then
X ← X ×X
N ← N/2

else {N is odd}
y ← y ×X
N ← N − 1

end if
end while



مختلف جداول و الͽوریتم ها نمونە . الف پیوست ۷۵

چندبانده. هم رنگ سازی الͽوریتم ۵ . الف الͽوریتم
.B و A تصاویر ورودی:

B راست سمت نیمەی و A چپ سمت نیمەی از حاصل S تصویر خروجͬ:
ͬ شوند. م ساخته A,B تصاویر از LA,LB لاپلاسین هرمهای :۱

ساخته LB راست سمت و LA چپ سمت نیمەهای کردن کپی با LS نام به سومͬ لاپلاسین هرم :۲

شد. خواهد حاصل بعدی سطح با آن جمع و LS هرم سطح هر گسترش با S نهایی تصویر :۳

آنگاه mod(a, ۲) == ۰ اگر :۴
است. زوج a کن چاپ :۵

درغیراینصورت :۶
است. فرد a کن چاپ :۷

اگر. پایان :۸

جدول  نمونە ۱ . الف

ͬ بینید. م مختلف جدول های از را مختلفͬ نمونەهای ادامه در

مختلف. شبͺەهای ازای به B و A ماتریس های مشخصات :۱ . الف جدول

کانال درون جریان مسأله جریان برخورد مسأله و متحرک درپوش با حفره مسأله

Gride n m nnz(A) nnz(B) n m nnz(A) nnz(B)

16× 16 578 192 6,698 2,084 578 190 6,178 1,967
32× 32 2178 768 29,546 10,142 2,178 766 28,418 9,868
64× 64 8,450 3,072 124,550 45,062 8,450 3,070 122,206 44,516
128× 128 33,282 12,288 511,152 192,174 33,282 12,286 506,376 191,084
256× 256 132,098 49,152 207,0764 791,738 132,098 49,150 206,1140 789,560

آزمون ها. برای C و B ،A ماتریس های کلͬ مشخصات :۲ . الف جدول
Grid or Pixel n m nnz(A) nnz(B) nnz(C) cond(A)

Example 1

32× 32 2178 1022 16818 7682 3064 9.88e+03
64× 64 8450 4094 70450 31746 12280 8.62e+04
128× 128 33282 16382 288306 129026 49144 1.38e+06
256× 256 132098 65534 1166386 520194 196600 2.20e+07

Example 2
32× 32 2178 1022 16818 7682 3064 1.40e+06
64× 64 8450 4094 70450 31746 12280 2.21e+07
128× 128 33282 16382 288306 129026 49144 3.52e+08
256× 256 132098 65534 1166386 520194 196600 5.62e+09

Example 3 256× 256 65536 65536 65536 5966336 196096 8.77e+06
480× 640 307200 307200 307200 29395200 920320 8.77e+06

.\scalebox {٫} به \scalebox {٫} عدد تغییر با جدول اندازه تغییر



مختلف جداول و الͽوریتم ها نمونە . الف پیوست ۷۶

آزمون ها. برای C و B ،A ماتریس های کلͬ مشخصات :۳ . الف جدول
Grid or Pixel n m nnz(A) nnz(B) nnz(C) cond(A)

Example 1

32× 32 2178 1022 16818 7682 3064 9.88e+03
64× 64 8450 4094 70450 31746 12280 8.62e+04
128× 128 33282 16382 288306 129026 49144 1.38e+06
256× 256 132098 65534 1166386 520194 196600 2.20e+07

Example 2

32× 32 2178 1022 16818 7682 3064 1.40e+06
64× 64 8450 4094 70450 31746 12280 2.21e+07
128× 128 33282 16382 288306 129026 49144 3.52e+08
256× 256 132098 65534 1166386 520194 196600 5.62e+09

Example 3 256× 256 65536 65536 65536 5966336 196096 8.77e+06
480× 640 307200 307200 307200 29395200 920320 8.77e+06
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مختلف جداول و الͽوریتم ها نمونە . الف پیوست ۷۸

نامه پایان در اینکه تا است مناسب ارائه هنگام جدول این البته کنید. رنگͬ ͬ توانید م را جدول سطرهای
گیرد قرار

\taburowcolors[]{blue!..yellow!}

بە بعد به جدول چهارم سطر از را آن و ͬ کند م تقسیم قسمت ۵ به ۸۰ زرد رنگ با را ۴۰ آبی رنگ دستور این
ͬ شوند.) نم دیده که دارند وجود سطرهایی جدول ابتدای (در ͬ گیرد. م کار

مختلف. شبͺەهای ازای به B و A ماتریس های مشخصات :۶ . الف جدول
کانال درون جریان مسأله جریان برخورد مسأله و متحرک درپوش با حفره مسأله

Gride n m nnz(A) nnz(B) n m nnz(A) nnz(B)
16× 16 578 192 6,698 2,084 578 190 6,178 1,967
32× 32 2178 768 29,546 10,142 2,178 766 28,418 9,868
64× 64 8,450 3,072 124,550 45,062 8,450 3,070 122,206 44,516
128× 128 33,282 12,288 511,152 192,174 33,282 12,286 506,376 191,084
256× 256 132,098 49,152 207,0764 791,738 132,098 49,150 206,1140 789,560

\taburowcolors[]{white!..blue!}

گیرد. مͬ قرار استفاده مورد بعد به سطر۶ از و ͬ شود م تقسیم قمت سه به آبی ۱۰ رنگ تا سفید ۱۰۰ رنگ
دیͽر جداول نمونه

.۲r × ۲r شبͺه با کانال درون جریان مسأله برای عددی نتایج :۷ . الف جدول

α = 10−4 α = 10−2 α = 1 α = 102

r Preconditioner IT CPU IT CPU IT CPU IT CPU
PHSS 5 0.05 6 0.06 7 0.07 17 0.21

4 PRHSS 3 0.02 3 0.03 3 0.02 4 0.03
PREHSS 3 0.02 3 0.02 3 0.02 3 0.02
PHSS 9 0.48 10 0.5 13 0.72 47 2.84

5 PRHSS 5 0.22 5 0.22 5 0.2 9 0.47
PREHSS 5 0.21 3 0.09 3 0.07 3 0.06
PHSS 21 5.94 13 3.46 28 8.39 498 154.59

6 PRHSS 8 2.08 8 2.06 8 1.96 21 6.15
PREHSS 6 1.45 3 0.4 3 0.4 3 0.38
PHSS 48 96.57 15 28.06 83 169.45 320 1089.81

7 PRHSS 17 32.79 16 30.53 15 28.83 86 178.1
PREHSS 5 7.45 3 2.84 3 2.65 3 2.52
PHSS 169 3093.67 20 336.76 - ‡ - ‡

8 PRHSS 42 758.74 37 654.38 34 603.85 - ‡
PREHSS 4 40.52 3 24.29 3 22.11 2 16.03

آزمون ها. برای C و B ،A ماتریس های کلͬ مشخصات :۸ . الف جدول
Grid or Pixel n m nnz(A) nnz(B) nnz(C) cond(A)

Example 1

32× 32 2178 1022 16818 7682 3064 9.88e+03
64× 64 8450 4094 70450 31746 12280 8.62e+04
128× 128 33282 16382 288306 129026 49144 1.38e+06
256× 256 132098 65534 1166386 520194 196600 2.20e+07

Example 2

32× 32 2178 1022 16818 7682 3064 1.40e+06
64× 64 8450 4094 70450 31746 12280 2.21e+07
128× 128 33282 16382 288306 129026 49144 3.52e+08
256× 256 132098 65534 1166386 520194 196600 5.62e+09

Example 3 256× 256 65536 65536 65536 5966336 196096 8.77e+06
480× 640 307200 307200 307200 29395200 920320 8.77e+06



مختلف جداول و الͽوریتم ها نمونە . الف پیوست ۷۹

۲r × ۲r شبͺه با متحرک درپوش با حفره مسأله برای عددی نتایج :۹ . الف جدول
α = 10−4 α = 10−2 α = 1 α = 102

r Precon. IT CPU IT CPU IT CPU IT CPU
PHSS 4 0.04 5 0.06 13 0.16 106 1.46

16× 16 PRHSS 3 0.02 3 0.02 3 0.02 4 0.04
PREHSS 3 0.02 3 0.02 3 0.02 3 0.02
PHSS 8 0.37 9 0.45 144 8.45 † -

32× 32 PRHSS 5 0.19 5 0.2 5 0.21 9 0.43
PREHSS 5 0.21 4 0.12 3 0.07 3 0.07
PHSS 14 3.87 47 14.21 † - † -

64× 64 PRHSS 8 1.97 8 2.03 9 2.29 27 8.1
PREHSS 11 3.08 3 0.47 3 0.42 3 0.39
PHSS 38 76.32 † - † - † -

128× 128 PRHSS 15 30.85 14 25.95 17 33.46 79 160.91
PREHSS 9 17.3 3 3.86 3 3.69 3 3.86
PHSS 115 2064.44 - †† - ‡ - ‡

256× 256 PRHSS 37 641.5 28 471.97 38 648.74 - ‡
PREHSS 5 67.63 3 33.11 3 31.91 3 27.43

PEPSS پیش  شرط ساز از خاصͬ پیش  شرط سازهای :۱۰ . الف جدول

مرجع همͽرایی نیمه و همͽرایی پیش شرط ساز Pβ Pα C B A

[۲۲] همͽرا PHSS αI αI SPSⅮ کامل رتبه PⅮ
[۷۶] همͽرا PHSS αI αI SPSⅮ کامل رتبه SPSⅮ

PGHSS βI αI HPSⅮ HPⅮ
PEHSS βQ۲ αQ۱ HPSⅮ HPⅮ

[۶] همͽرا PRHSS αI +Q αI ۰ کامل رتبه HPⅮ
[۳۷] همͽرا نیمه PRHSS αI +Q αI ۰ ناقص رتبه HPⅮ
[۱۳] همͽرا PPHSS αQ αA ۰ کامل رتبه HPⅮ BP = B
[۹] همͽرا PAHSS βQ αA ۰ کامل رتبه HPⅮ

[۶۲] همͽرا PPSS(PDPSS) αI αI ۰ کامل رتبه PⅮ
[۷۲] همͽرا PPSS(PDPSS) αI αI HPSⅮ کامل رتبه PⅮ

[۷۸ ،۵۴] همͽرا PGPSS βI αI ۰ کامل رتبه PⅮ
[۵۹] همͽرا نیمه PEPSS(PPDPSS) βQ۲ αQ۱ ۰ ناقص رتبه PⅮ
[۳۱] همͽرا PRPSS αI +Q αI ۰ کامل رتبه PⅮ
[۳۲] همͽرا PSS αI αI ۰ کامل رتبه HPⅮ

[۶۴ ،۳۸] همͽرا PGSS βI αI ۰ کامل رتبه SPⅮ
[۶۸] همͽرا PGSS βI αI SPSⅮ کامل رتبه SPⅮ
[۳۴] همͽرا نیمه PGSS βI αI ۰ ناقص رتبه PⅮ
[۷۳] همͽرا نیمه PGSS βI αI ۰ ناقص رتبه SPⅮ BP = ۰
[۷۱] همͽرا و همͽرا نیمه PGSS βI αI SPSⅮ ناقص و کامل رتبه PⅮ
[۶۸] همͽرا PGSS βI αI SPSⅮ کامل رتبه SPⅮ
[۶۹] همͽرا PGSS βI αI SPSⅮ کامل رتبه PⅮ
[۳۳] همͽرا PGSS βI αI ۰ کامل رتبه PⅮ
[۸۲] همͽرا PESS Q۲ Q۱ ۰ کامل رتبه SPⅮ
[۷۰] همͽرا نیمه PESS βQ۲ αQ۱ ۰ ناقص رتبه PⅮ



مختلف جداول و الͽوریتم ها نمونە . الف پیوست ۸۰

ⅬATEX دستورات عنوان به متلب خروجͬ ۲ . الف

دستورهای را متلب خروجͬ ͬ توان م متلب، در print دستورهای با است. متلب از خروجͬ ͷی زیر جدول تمام
ͬ آید. نم بوجود دادەها اشتباه جایͽذاری یا کردن گرد در مشͺلͬ رو این از داد. قرار لاتک در جدول ͷی ورودی

؟؟. مثال برای FGⅯRES و GⅯRES روش های عددی نتایج :۱۱ . الف جدول
Grid Prec. GSS GHSS GPSS ESS EHSS EPSS SS HSS PSS SEPSS SEPSS∗ SEPSS∗∗

G
M

R
E

S
3
2
×

3
2

tα -3.75 -2.00 -2.00 -3.50 -0.75 -0.75 -4.00 -2.25 -2.25 -4.00 -4.00 -4.00
tβ -4.00 -2.50 -2.50 -3.75 -0.75 -0.75 -4.00 -2.25 -2.25 0.00 0.41 0.14

IT 6 54 56 3 52 54 6 61 74 17 22 17
CPU 0.03 0.11 0.08 0.02 0.12 0.08 0.02 0.14 0.10 0.02 0.04 0.04
EK 1.8e-07 3.2e-07 2.3e-07 3.8e-07 1.9e-07 4.1e-07 1.5e-08 3.1e-07 3.5e-07 4.8e-08 4.2e-08 1.9e-08
RK 7.9e-10 8.8e-10 9.1e-10 7.3e-10 8.0e-10 9.5e-10 6.9e-11 7.5e-10 9.6e-10 4.3e-10 5.9e-10 6.6e-10

6
4
×

6
4

tα -4.00 -2.25 -2.25 -4.00 -1.00 -1.00 -4.00 -2.50 -2.75 -4.00 -4.00 -4.00
tβ -4.00 -3.75 -3.75 -3.75 -1.25 -1.25 -4.00 -2.50 -2.75 0.00 0.41 0.29
IT 9 92 92 3 90 90 9 199 156 17 23 20

CPU 0.20 1.31 0.56 0.14 1.50 0.55 0.21 3.62 1.16 0.14 0.16 0.14
EK 9.8e-08 7.1e-07 6.9e-07 1.1e-06 7.2e-07 6.5e-07 9.8e-08 5.3e-06 4.0e-06 7.1e-07 4.6e-07 6.1e-08
RK 1.7e-10 8.7e-10 8.7e-10 6.5e-10 9.6e-10 8.8e-10 1.7e-10 9.3e-10 8.7e-10 8.1e-10 7.7e-10 5.7e-10

1
2
8
×

1
2
8

tα -4.00 -2.50 -2.50 -3.75 -1.25 -1.25 -4.00 - -3.50 -4.00 -4.00 -4.00
tβ -4.00 -4.00 -4.00 -3.75 -1.50 -1.75 -4.00 - -3.50 0.00 0.39 0.41
IT 17 231 235 4 163 164 17 † 430 19 25 26

CPU 1.91 18.80 6.36 1.12 15.55 4.41 1.89 - 10.86 0.86 0.95 0.96
EK 2.3e-07 3.0e-05 3.2e-05 1.9e-06 5.6e-06 4.4e-07 2.3e-07 - 1.2e-05 2.2e-06 9.0e-06 6.8e-05
RK 3.1e-10 9.6e-10 9.7e-10 4.9e-10 9.6e-10 9.9e-10 3.1e-10 - 9.9e-10 6.1e-10 6.9e-10 8.1e-10

2
5
6
×

2
5
6

tα -4.00 - - -4.00 -1.25 -1.25 -4.00 - - -4.00 -4.00 -4.00
tβ -4.00 - - -4.00 -2.00 -2.00 -4.00 - - 0.00 0.37 0.45
IT 44 † † 4 243 242 44 † † 24 41 42

CPU 12.69 - - 10.57 129.01 31.72 13.11 - - 7.49 7.15 7.17
EK 1.6e-04 - - 1.1e-05 8.0e-06 8.0e-06 1.6e-04 - - 1.2e-05 5.6e-06 1.7e-05
RK 9.0e-10 - - 7.7e-10 9.9e-10 1.0e-09 9.0e-10 - - 5.5e-10 9.9e-10 7.9e-10

FG
M

R
E

S
3
2
×

3
2

tα -4.00 -2.00 -2.00 -3.50 -0.75 -0.75 -3.25 -2.25 -2.25 -4.00 -4.00 -4.00
tβ -2.50 -2.50 -2.50 -2.25 -1.00 -0.75 -3.25 -2.25 -2.25 0.00 0.41 0.14
IT 7 38 39 17 37 39 9 43 53 14 18 14

CPU 0.27 0.50 0.51 1.03 0.59 0.48 0.50 1.86 0.77 0.31 0.51 0.34
EK 9.1e-06 3.6e-05 2.7e-05 2.4e-05 1.8e-05 1.0e-05 4.8e-06 2.6e-05 6.5e-05 2.2e-06 2.2e-06 4.5e-06
RK 9.7e-08 9.5e-08 9.7e-08 9.3e-08 8.5e-08 9.5e-08 4.1e-08 7.6e-08 9.1e-08 8.0e-08 8.6e-08 9.7e-08

6
4
×

6
4

tα -4.00 -2.25 -2.00 -3.50 -1.00 -0.75 -3.50 -2.50 -2.75 -4.00 -4.00 -4.00
tβ -3.00 -3.75 -3.75 -2.25 -1.25 -1.25 -3.50 -2.50 -2.75 0.00 0.41 0.29
IT 11 60 64 32 61 61 13 156 113 17 20 18

CPU 3.95 12.73 7.83 12.09 13.60 7.13 4.94 22.79 14.45 3.47 4.21 3.97
EK 3.8e-06 5.4e-05 7.8e-05 7.5e-05 8.6e-05 4.8e-05 2.7e-05 8.9e-04 6.1e-04 2.0e-05 3.8e-06 8.4e-06
RK 2.4e-08 9.7e-08 9.7e-08 8.2e-08 9.8e-08 9.9e-08 7.6e-08 9.2e-08 9.7e-08 2.9e-08 7.6e-08 9.1e-08

1
2
8
×

1
2
8

tα -4.00 -2.50 -2.50 -3.75 -1.00 -1.00 -4.00 - -3.75 -4.00 -4.00 -4.00
tβ -3.50 -4.00 -4.00 -2.75 -1.50 -1.75 -4.00 - -3.75 0.25 0.39 0.41
IT 19 134 134 36 109 112 22 † 352 21 33 34

CPU 22.46 97.70 54.23 42.84 92.32 74.07 26.45 - 381.79 18.28 33.25 33.73
EK 4.2e-04 3.1e-03 3.2e-03 2.4e-04 3.4e-04 1.1e-04 1.4e-03 - 3.7e-04 2.4e-04 7.7e-03 3.7e-03
RK 9.0e-08 9.9e-08 9.9e-08 9.8e-08 9.4e-08 9.6e-08 8.0e-08 - 9.9e-08 8.5e-08 9.7e-08 8.2e-08

2
5
6
×

2
5
6

tα -4.00 - - -3.50 - -1.25 -4.00 - - -4.00 -4.00 -4.00
tβ -3.25 - - -2.75 - -1.75 -4.00 - - 0.25 0.37 0.45
IT 60 - - 37 - 194 63 - - 38 39 39

CPU 458.14 †† †† 276.00 †† 947.80 462.32 †† †† 228.54 224.71 231.07
EK 4.5e-02 - - 4.3e-03 - 6.8e-03 1.4e-01 - - 4.8e-03 1.1e-02 1.4e-02
RK 8.5e-08 - - 9.6e-08 - 9.3e-08 9.0e-08 - - 7.7e-08 7.4e-08 6.6e-08

دستور و اول ستون ۹ تولید برای ورودی، آرگومان ۹ با دستور ͷی جدول، این در ،\naviO دستور
شدەاند. تعریف زیر صورت به که است آخر ستون سه تولید برای ورودی، آرگومان سه با \naviS

\newcommand{\naviO}[۹]{&{#}&{#}&{#}&{#}&{#}&{#}&{#}&{#}&{#}}

\newcommand{\naviS}[۳]{&{#۱}&{#۲}&{#۳}}

گرفتن قرار ترتیب یا نمود حذف ͬ توان م را لازم غیر ستون های از کدام هر دستور دو این تعریف تغییر با
بەصورت را \naviO دستور نهم و هفتم ششم، چهارم، سوم، ستون های حذف برای مثلا کرد. عوض را آنها

ͬ کنیم. م بازنویسͬ زیر

\newcommand{\naviO}[]{&{#}&{#}&{#}&{#}}



مختلف جداول و الͽوریتم ها نمونە . الف پیوست ۸۱

ͬ کنیم. م بازنویسͬ زیر بەصورت را \naviS دستور آخر ستون دو جابجایی برای و

\newcommand{\naviS}[]{&{#}&{#}&{#}} (۱ . (الف

؟؟. مثال برای FGⅯRES و GⅯRES روش های عددی نتایج :۱۲ . الف جدول
Grid Prec. GSS GHSS EHSS HSS SEPSS SEPSS∗∗ SEPSS∗

G
M

R
E

S
3
2
×

3
2

tα -3.75 -2.00 -0.75 -2.25 -4.00 -4.00 -4.00
tβ -4.00 -2.50 -0.75 -2.25 0.00 0.14 0.41

IT 6 54 52 61 17 17 22
CPU 0.03 0.11 0.12 0.14 0.02 0.04 0.04
EK 1.8e-07 3.2e-07 1.9e-07 3.1e-07 4.8e-08 1.9e-08 4.2e-08
RK 7.9e-10 8.8e-10 8.0e-10 7.5e-10 4.3e-10 6.6e-10 5.9e-10

6
4
×

6
4

tα -4.00 -2.25 -1.00 -2.50 -4.00 -4.00 -4.00
tβ -4.00 -3.75 -1.25 -2.50 0.00 0.29 0.41
IT 9 92 90 199 17 20 23

CPU 0.20 1.31 1.50 3.62 0.14 0.14 0.16
EK 9.8e-08 7.1e-07 7.2e-07 5.3e-06 7.1e-07 6.1e-08 4.6e-07
RK 1.7e-10 8.7e-10 9.6e-10 9.3e-10 8.1e-10 5.7e-10 7.7e-10

1
2
8
×

1
2
8

tα -4.00 -2.50 -1.25 - -4.00 -4.00 -4.00
tβ -4.00 -4.00 -1.50 - 0.00 0.41 0.39
IT 17 231 163 † 19 26 25

CPU 1.91 18.80 15.55 - 0.86 0.96 0.95
EK 2.3e-07 3.0e-05 5.6e-06 - 2.2e-06 6.8e-05 9.0e-06
RK 3.1e-10 9.6e-10 9.6e-10 - 6.1e-10 8.1e-10 6.9e-10

2
5
6
×

2
5
6

tα -4.00 - -1.25 - -4.00 -4.00 -4.00
tβ -4.00 - -2.00 - 0.00 0.45 0.37
IT 44 † 243 † 24 42 41

CPU 12.69 - 129.01 - 7.49 7.17 7.15
EK 1.6e-04 - 8.0e-06 - 1.2e-05 1.7e-05 5.6e-06
RK 9.0e-10 - 9.9e-10 - 5.5e-10 7.9e-10 9.9e-10

FG
M

R
E

S
3
2
×

3
2

tα -4.00 -2.00 -0.75 -2.25 -4.00 -4.00 -4.00
tβ -2.50 -2.50 -1.00 -2.25 0.00 0.14 0.41
IT 7 38 37 43 14 14 18

CPU 0.27 0.50 0.59 1.86 0.31 0.34 0.51
EK 9.1e-06 3.6e-05 1.8e-05 2.6e-05 2.2e-06 4.5e-06 2.2e-06
RK 9.7e-08 9.5e-08 8.5e-08 7.6e-08 8.0e-08 9.7e-08 8.6e-08

6
4
×

6
4

tα -4.00 -2.25 -1.00 -2.50 -4.00 -4.00 -4.00
tβ -3.00 -3.75 -1.25 -2.50 0.00 0.29 0.41
IT 11 60 61 156 17 18 20

CPU 3.95 12.73 13.60 22.79 3.47 3.97 4.21
EK 3.8e-06 5.4e-05 8.6e-05 8.9e-04 2.0e-05 8.4e-06 3.8e-06
RK 2.4e-08 9.7e-08 9.8e-08 9.2e-08 2.9e-08 9.1e-08 7.6e-08

1
2
8
×

1
2
8

tα -4.00 -2.50 -1.00 - -4.00 -4.00 -4.00
tβ -3.50 -4.00 -1.50 - 0.25 0.41 0.39
IT 19 134 109 † 21 34 33

CPU 22.46 97.70 92.32 - 18.28 33.73 33.25
EK 4.2e-04 3.1e-03 3.4e-04 - 2.4e-04 3.7e-03 7.7e-03
RK 9.0e-08 9.9e-08 9.4e-08 - 8.5e-08 8.2e-08 9.7e-08

2
5
6
×

2
5
6

tα -4.00 - - - -4.00 -4.00 -4.00
tβ -3.25 - - - 0.25 0.45 0.37
IT 60 - - - 38 39 39

CPU 458.14 †† †† †† 228.54 231.07 224.71
EK 4.5e-02 - - - 4.8e-03 1.4e-02 1.1e-02
RK 8.5e-08 - - - 7.7e-08 6.6e-08 7.4e-08

در اما دارند. وجود نیز جدول این در دادەها و هستند. ͬͺی جدول دو هر تکس، فایل در که کنید توجه
هم دادەها اما نشوند، دیده جدول در های داده از برخͬ که است نیاز مواقع بعضͬ ͬ شوند. نم ظاهر خروجͬ
این در شوید. آنها ارائه به مجبور شما و شود خواسته شما از دادەها این بعدا است ممͺن باشند. داشته وجود

ͬ باشد. نم جدول مجدد تغییر به نیاز نتیجه در و کند تغییر \navierOTHER دستور کافیست صورت



اختصاری نمادهای

ح
A⊗ B . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . B و A ماتریس های کرونکر حاصل ضرب

ش
ρ(A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .A ماتریس طیفͬ شعاع

ν(A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .A ماتریس ویژەی طیفͬ شعاع

ف
range(A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .A ماتریس برد فضای

nuⅼ(A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . A ماتریس پوچ فضای

ق
ⅾiag(A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .A ماتریس قطر

م
σ(A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . A ماتریس ویژه مقادیر مجموعەی

ن
∥A∥∗ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .A ماتریس طبیعͬ نرم

norⅿ(A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .A ماتریس طیفͬ نرم

۸۲



انگلیسͬ به فارسͬ واژەنامه

ا
Approximate MD . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⅯⅮ تقریب الͽوریتم

Minimum-degree algorithm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درجه مینیمم الͽوریتم

Column AMD . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ستونͬ AMD الͽوریتم

Symmetric AMD . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متقارن AMD الͽوریتم

Flexible Generalized Minimal Residual . . . . . . . . . . . . . . . . انعطاف پذیر GⅯRES الͽوریتم

Shift-Splitting . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . انتقال⁃شͺافت

ب
Upper Hessenberg . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بالا هسنبرگ

Dimension . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بعد

پ
Lower Hessenberg . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پایین هسنبرگ

Preconditioner . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیش شرط ساز

Preconditioned . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیش شرط سازی شده

ت
Successive overrelaxation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متوالͬ تخفیف

ر
SOR-like . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . SOR شبه روش

Conjugate Gradient . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مزدوج گرادیان روش

Preconditioned Conjugate Gradient . . . . . . . . . . . . . پیش شرط سازی شده مزدوج گرادیان روش

Modified HSS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بهبودیافته HSS روش

Inexact HSS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ناقص HSS روش

Extended PSS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تعمیم یافته PSS روش

Inexact PSS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ناقص PSS روش

Generalized SOR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یافته تعمیم SOR روش

۸۳



ز
Krylov Subspace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کرایلف زیرفضای

ش
Positive Definite and Skew-Hermitian Splitting . . . . . . . . هرمیتͬ پاد و مثبت معین شͺافت

Hermitian Positive Definite and Skew-Hermitian هرمیتͬ پاد و هرمیتͬ مثبت معین شͺافت
Splitting

Normal and skew-Hermitian splitting . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پادهرمیتͬ و نرمال شͺافت

م
Generalized Minimal Residual . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یافته تعمیم مینیمال مانده

Random Variable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تصادفͬ متغیر

Symmetric . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متقارن

Skew-Symmetric . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کج متقارن

Saddle Point Problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . زینͬ نقطه مسئله

Positive Definite . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مثبت معین

Hermitian Positive Definite . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هرمیتͬ مثبت معین

ن
Positive Semi Definite . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مثبت معین نیمه

Hermitian Positive Semi Definite . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هرمیتͬ مثبت معین نیمه

ه
Hermitian . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هرمیتͬ

Skew-Hermitian . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کج هرمیتͬ

ی
Unique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یͺانͬ



فارسͬ واژە یاب

ا
۵۲ ،۴۹ ،۴۸ ⅯⅮ تقریب الͽوریتم
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Rn . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بعدی n حقیقͬ فضای
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Abstract

Some Results on the Preconditioning of the Saddle
Point Problems

Mohsen Masoudi

In this thesis, we investigate the solution of a system of linear equations and
propose an iterative method which is a generalization of positive definite and skew-
Hermitian splitting method. Then we study the saddle point problems and propose
some iterative methods and preconditioners for these systems. In continuation,
we utilize the positive definite and skew-Hermitian splitting method for the saddle
point problems and study its convergence and semi-convergence properties. We
will see that this method is a generalization of many existing methods which have
been presented for the solution of these problems. Finally, an special case of this
method is investigated and the optimal parameters of the method are computed.
Numerical results are presented to verify the theoretical results and comparison
with other methods.
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